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Rozdzial 1

Drzewa w klasycznym
rachunku zdan

Jak powiedzielidémy, klasyczny rachunek zdan to bardzo przydatne narzedzie
do badania poprawnosci formalnej wnioskowan. Wnioskowanie jest formal-
nie poprawne, jezeli wniosek wynika logicznie z przestanek. Jednym ze spo-
sobéw oceny poprawnosci wnioskowan jest metoda drzew, czasami drzewa
te nazywamy drzewami analitycznymi. Jest to rachunkowa (matematyczna)
metoda przeszukiwania dostepnego zakresu interpretacji zbioru wyrazen, z
ktorych sktada sie wnioskowanie.

Z matematycznego punktu widzenia, drzewo analityczne to graf, czyli
uktad punktéow potaczonych w specjalny sposéb odcinkami. Te punkty na-
zywamy weztami, najczesciej sg to rozgatezienia. Umdbwmy sie, ze drzewo
zaczyna sie w korzeniu, a konczy na lisciach. GalgZ rozpoczyna sie w korze-
niu, przebiega przez kolejne wezty i koniczy na lisciu. Lid¢ to jest taki punkt,
z ktérego nie wychodzi zaden odcinek. Zatem na jednej galezi znajduje sie
zawsze tylko jeden lis¢. Drzewo posiada tylko jeden korzer oraz jedng lub
wiecej, ale skonczenie wiele galezi. Galezi jest zawsze tyle samo, ile lidcie.

Drzewo jest tak zwanym grafem skierowanym, ktérego punkty sa upo-
rzadkowane. Porzadek zawsze ustalany jest od géry w dét. Punkt y lezy
nizej niz punkt x wtedy i tylko wtedy, gdy z punktu x mozna przejs¢ do
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punktu y poruszajac sie wytacznie od korzenia w kierunku liscia. Korzen
zawsze jest najwyzej, rozpoczyna drzewo, a lis¢ najnizej. Zatem obrazowo
moéwiace, drzewa tutaj z gory na dot.

Galezie drzewa analitycznego sktadaja sie z wyrazen klasycznego ra-
chunku zdan. Zatem korzen, wezly oraz liScie sa to po prostu wyrazenia,
a calte drzewo to nic innego, jak wyrazenia poltaczone pewnymi odcinkami.
Piekno i prostota metody drzew polega na tym, ze dedukcyjnoéé¢ badanego
wnioskowania mozna rozpozna¢ w sposob niemal natychmiastowy, odczy-
tujac ja z ukladu lisci na drzewie. Metoda ta jest uniwersalnym narzedziem
rachunkowym, poniewaz znajduje zastosowanie w wielu réznych teoriach,
co zostanie pokazane w kolejnych rozdziatach.

Przyktad 1

|
-A

_|B
/ \
Valnh v —-B

lisé { A lisé { B

korzen { v ~(AV B)
\/

W Przykladzie 1 korzen tworza dwa wyrazenia: =(A V B),—(=A A
—B). Nastepnie drzewo rozwija sie w d6l do pierwszego wezla, w ktérym
ponownie pojawiaja sie dwa wyrazenia: ~A, - B. W tym miejscu nastepuje
rozgalezienie. Jedna galaz przechodzi przez wyrazenie ——A do liscia, w
ktorym jest wyrazenie A. Druga galaz przechodzi przez wyrazenie ——B do
liscia, w ktérym jest wyrazenie B. Drzewo to sklada sie z dwoch galezi,
kazda zaczyna sie w korzeniu, jedna konczy sie wyrazeniem A, natomiast
druga konczy sie wyrazeniem B.
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O pewnych galeziach drzewa mozemy powiedzie¢, ze sa zamkniete.
Do zamkniecia galezi dochodzi w sytuacji, gdy na jednej galezi znajdzie sie
dowolny napis A oraz jego negacja —A. O takich wyrazeniach méwimy, ze
sa wzajemnie sprzeczne.

Definicja 1 (Galaz zamknieta) GalgZ drzewa jest zamknieta wtedy i tylko
wtedy, gdy na tej galezi znajduje sie wyrazenie A oraz wyraZenie —A.

W Przykladzie 1 dwie galezie sa zamkniete. Na jednej mamy pare
wyrazen A oraz —A, natomiast na drugiej jest para B oraz =B. W momencie
pojawienia sie sprzecznosci na galezi drzewa nalezy taka gataz natychmiast
zamkng¢ i nie rozwijaé jej. Zamkniecie to oznaczamy symbolem ®.

Definicja 2 (Drzewo zamkniete) Drzewo jest zamkniete wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie jego galezie sq zamkniete.

Drzewo z Przyktadu 1 jest zamkniete, poniewaz wszystkie jego galezie
sg zamkniete.

Regula rozpoczynania drzewa - wynikanie logiczne

Skupimy sie teraz na podaniu regul, ktére rzadza budowg drzew w celu
badania dedukcyjnoéci wnioskowan. Przypomnijmy, ze wnioskowanie jest to
zbiér przestanek Aj, Ao, ..., A,, ktore maja za zadanie uzasadni¢ wniosek
B. Wnioskowanie schematycznie mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

Aq

Az

An

B

Wyrazenia nad poziomg linia to przestanki, a pod ta linig znajduje
sie wniosek. W celu zbadania, czy wniosek wynika logicznie z przestanek
we wnioskowaniu, nalezy drzewo rozpoczaé¢ w ten sposéb, ze w korzeniu
drzewa przepisujemy wszystkie przestanki (jedna pod druga) oraz wniosek,
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ktory poprzedzamy znakiem —. Pozioma linia oddzielajaca przestanki od
wniosku znika.

Reguta 1 (Wynikanie logiczne na drzewie)

Zdanie B wynika logicznie ze zdan A1, Ao, ..., A, wtedy i tylko wtedy,
gdy drzewo rozpoczynajgce sie od wyrazen A1, Ao, ..., A, oraz wyrazenia
- B zamyka sie.

Znajac Regule 1 mozemy z drzewa zaprezentowanego w Przykladzie
1 wywnioskowaé, ze jest to drzewo, ktorego zadaniem byto zbadanie, czy z
przestanki —(AV B) wynika logicznie wniosek =AA—B. Zgodnie z Definicja
2 drzewo jest zamkniete, poniewaz wszystkie galezie sa zamkniete, zatem
wniosek wynika logicznie z przestanki.

Ten pierwszy krok w budowie drzewa mozna rozumie¢ w nastepu-
jacy sposéb. Zaktadamy, ze przestanki badanego wnioskowania sg zdaniami
prawdziwymi, dlatego przepisujemy je w korzeniu bez zmian, nastepnie
przyjmujemy, ze wniosek jest zdaniem falszywym, dlatego poprzedzamy go
znakiem negacji (—). Zatem Regule 1 rozumiemy tak: sprawdzmy, czy moz-
liwe jest, ze przestanki sa prawdziwe, a wniosek fatszywy. Reguta ta mowi,
ze zachodzi wynikanie logiczne, jezeli drzewo sie zamyka, a zgodnie z De-
finicja 2 (s. 5) bedzie ono zamknigte, jezeli na kazdej galezi znajdziemy
sprzeczno$é¢. Zatem, jezeli zalozenie o prawdziwosci przestanek oraz fal-
szywosci wniosku prowadzi do sprzecznosci w kazdej sytuacji, to wniosek
wynika logicznie z przestanek. O wynikaniu logicznym mozemy réwniez po-
wiedzie¢, uzywajac pojecia interpretacji zdefiniowanego na stronie ?77.

Definicja 3 (Wynikanie) Zdanie B wynika logicznie ze zdan Ay, As, ..., Ay
wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie istnieje taka interpretacja, ze wszystkie prze-
stanki A1, Ao, ..., Ay sq prawdziwe, a wniosek B jest falszywy.

Stosujac te Definicje do wnioskowania rozwazanego w Przykladzie
1 mozemy powiedzie¢, ze nie istnieje taka interpretacja liter zdaniowych
A oraz B, ze przestanka —(A V B) jest zdaniem prawdziwym, a wniosek
—=A A B jest zdaniem falszywym.
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Reguly wzrostu drzewa

Analizujac wyrazenia klasycznego rachunku zdan za pomocg metody drzew
wykorzystujemy 9 regut wzrostu drzewa. Reguly te sa Scisle powiazane z de-
finicjami interpretacji wartosci logicznej wyrazen ztozonych, ktére zostaly
oméwione na stronach 77-77. Reguly te sg tak pomyslane, ze zawsze pro-
wadza od wyrazen ztozonych do wyrazen prostszych. W ten sposéb wzrost
drzewa polega na rozwijaniu gatezi od korzenia, gdzie mamy wyrazenia zlo-
zone, do liscia, gdzie najczesciej pojawia sie pojedyncza litera zdaniowa lub
litera z negacja.

Dla spdjnika negacji (—) mamy jedna regule, ktéra nie wymaga roz-
galezienia drzewa.

Regula 2 (Podwdjna negacja)

»\/_|_|A

A
Reguta ta pozwala rozwina¢ galaz w dot i napisaé¢ na niej wyrazenie
A, jezeli wezedniej na tej galezi znajdowalo sie wyrazenie ——A.
Dla wyrazeh zbudowanych za pomoca spdjnika koniunkeji (A) mamy
dwie reguty.

Regula 3 (Koniunkcja)

VA N B

A
B

Reguta ta pozwala rozwinaé¢ galaz w doét i napisa¢ na dwa kolejne
wyrazenia A oraz B, jezeli wczesniej na tej galezi znajdowalo sie wyrazenie
zlozone A A B.

Regutla 4 (Negacja koniunkcji)
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v—(A N B)

/N

Regula ta nakazuje, jezeli wczedniej na drzewie znajdowato sie wyra-
zenie zlozone —(A A B), rozgalezi¢ drzewo i na jednej z nowo powstalych
galezi napisa¢ - A, a na drugiej - B.

Dla wyrazen zbudowanych za pomoca spdjnika alternatywy (V) réw-
niez mamy dwie reguty.

Reguta 5 (Alternatywa)

VAV B
/\
A B

Reguta ta nakazuje, jezeli wczesniej na drzewie znajdowalo si¢ wyra-
zenie ztozone AV B, rozgaltezi¢ drzewo i na jednej z nowo powstatych gatezi
napisa¢ A, a na drugiej B.

Regutla 6 (Negacja alternatywy)

vV-(4 Vv B)

-A
-B
Reguta ta pozwala rozwina¢ gataz w doét i napisaé¢ dwa kolejne wyra-
zenia —A oraz B, jezeli wczesniej na tej galezi znajdowalo sie wyrazenie
ztozone —(AV B).
Dla wyrazen zbudowanych za pomoca spdjnika implikacji (—) réw-
niez mamy dwie reguty.

Reguta 7 (Implikacja)
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JA — B
/\
-A B

Reguta ta nakazuje, jezeli wcze$niej na drzewie znajdowalo sie wy-
razenie ztozone A — B, rozgalezi¢ drzewo i na jednej z nowo powstalych
galezi napisa¢ - A, a na drugiej B.

Regula 8 (Negacja implikacji)

vV-(A — B)

A
-B
Regula ta pozwala rozwinaé gataz w dét i napisa¢ dwa kolejne wy-
razenia A oraz —B, jezeli wczeéniej na tej galezi znajdowalo sie wyrazenie
ztozone —(A — B).
Dla wyrazen zbudowanych za pomoca spéjnika réwnowaznosci (=)
roéwniez mamy dwie reguly.

Reguta 9 (Réwnowaznos¢)

VA = B
/\

A —-A

B -B

Reguta ta nakazuje, jezeli wcze$niej na drzewie znajdowalo sie wy-
razenie zlozone A = B, rozgalezi¢ drzewo i na jednej z nowo powstatych
gatezi napisa¢ kolejno dwa wyrazenia A oraz B, a na drugiej rowniez dwa
wyrazenia —A oraz —B.

Reguta 10 (Negacja réwnowazno$ci)
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V-4 = B)
/ N\
A -A
-B B

Reguta ta nakazuje, jezeli wcze$niej na drzewie znajdowalo sie wyra-
zenie zlozone —~(A = B), rozgalezi¢ drzewo i na jednej z nowo powstalych
galezi napisaé kolejno dwa wyrazenia —A oraz B, a na drugiej réwniez dwa
wyrazenia A oraz —B.

Rozwijajac drzewo za pomocg powyzszych regut nalezy pamietaé o
kilku zasadach.

1. Zastosowanie reguly do wyrazenia znajdujacego sie na drzewie zazna-
czamy symbolem /.

Symbol ten oznacza, ze zostala wykorzystana cala informacja, ktéra byta
zawarta w danym wyrazeniu, i zabronione jest dalsze stosowanie jakichkol-
wiek regut do takiego wyrazenia.

2. Wynik zastosowania reguly do danego wyrazenia nalezy zapisa¢ na
koncu kazdej nie zamknietej gatezi, na ktorej znajduje sie to wyraze-
nie.

Zasade te bedzie najproéciej zrozumie¢, omawiajac jej zastosowania
za pomoca przykladu.

Przyktad 2 Zaléimy, ze mamy fragment drzewa jak ponizej. Do wyrazenia
AN B cheemy zastosowaé Regule 3, ktéra nie wymaga rozgatezienia.
ANB
VA — (BV(O)
(

BV O)

-

Poniewaz wyrazenie A N B wystepuje na cze$ci wspolnej dla dwdch gatezi,
to efekt zastosowania requly nalezy zapisaé na koncu kazdej z tych gatezi

10
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osobno. Zastosowanie requly zaznaczamy, wstawiajgc symbol /. W efekcie
otrzymujemy nastepujgce drzewo:
VA AN B
VA — (BV(O)

N

(B Vv C)
A A
B B

Zastosujmy teraz Requie 5 do wyrazenia BV C. Regula ta wymaga rozgale-
zienia drzewa. Zastosowanie requly zaznaczamy, wstawiajge symbol /. W
efekcie otrzymujemy nastepujgce drzewo:
VA AN B
VA — (BV(O)

/N
¥

BV Q)
A
B

/N

B C

SIS

Zasady 1. oraz 2. sa obowiazkowe i nalezy ich przestrzegaé bezwzgled-
nie. Nie zastosowania sie, do ktorej$ z nich, moze skutkowaé bltednymi wy-
nikami. Nastepne dwie zasady nie sa obowiazkowe, ale pozwalaja skroécié
drzewo, czyli osiagnaé¢ wynik w prostszy sposéb.

3. W pierwszej kolejnosci stosuj te reguly, ktére nie wymagaja rozgate-
ziania.

4. Zamykaj galezie najszybciej jako to jest mozliwe.

11
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Wynikanie Logiczne

Przedstawiono wszystkie reguly rozwija drzewa, ktére przydatne sa do
oceny dedukcyjnej poprawnosci wnioskowan zapisanych w jezyku KRZ.
Rozwazmy ponizsze przyklady, ktére obrazuja jak nalezy wykorzystaé te
metode przy ocenie wnioskowan.

Przyktad 3

Sprawdz, za pomocg metody drzew, czy wniosek wynika logicznie z przesta-
nek, w poniZszym wnioskowaniu:

A— B

A

B

Rozwiazanie:

Krok 1: Na podstawie Reguly 1 rozpoczynamy drzewo wypisujgc przestanks
oraz wniosek poprzedzony znakiem negacji —.

A— B
A
-B

Krok 2: Zauwazamy, ze mozemy zastosowacé Reguie 7 do pierwszej
przestanki i rozgalezi¢ drzewo. Na lewej galezi wpisujemy negacje poprzed-
nika a na prawej nastepnik. Zastosowanie requlty do wyrazenia zaznaczamy
symbolem +/.

12
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Krok 3: Zauwazmy, Ze teraz mamy drzewo z dwiema galeziami. Za-
uwazmy rownie, ze na kazdej z tych galezi wystepugje sprzecznosé. Na lewej
gatezi mamy pare zdani A oraz —A, a na prawej galezi pare zdan B oraz
=B. Zamykamy obydwie galezie, oznaczajgc to symbolem .

Krok 4: Rozpoczelismy drzewo wypisujgc przestanki oraz negacje wniosku.
Wszystkie galezie drzewa zostaly zamkniete, zatem drzewo tez jest zamknigte,
wiec na podstawie Reguly 1 udzielamy odpowiedzi, Ze wniosek B wynika lo-
gicznie z przestanek A — B, A. B

Reguta 1 pozwolila nam przekonac sie, ze zachodzi wynikanie logiczne
w badanym wnioskowaniu. Przypomnijmy sobie Definicje ?7?. Skoro wiemy,
ze zachodzi wynikanie logiczne, to na mocy tej definicji mozemy stwierdzi¢,
ze w badanym wnioskowaniu nie moze by¢ tak, ze przestanki A — B, A
beda prawdziwe, a wniosek B bedzie falszywy. Latwo sie przekonaé, ze nie
da sie dobra¢ wartoéci logicznej prawdy i falszu dla liter zdaniowych A, B
tak, zeby osiagnaé taki wynik.

Przyktlad 4

SprawdZ za pomocqg metody drzew, czy wniosek wynika logicznie z przesta-
nek, w poniZszym wnioskowaniu:

((Av-B)=-C)—~(BAC)

-C — (nBV A)

(=BV A) —-C

~(C A B)

13
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Rozwiazanie:

Krok 1: Na podstawie Reguly 1 rozpoczynamy drzewo wypisujgc przestanks
oraz wniosek poprzedzony znakiem negacji —.

((AV—-B)=-C)——~(BAC)
-C — (-wBV A)
(-BV A) — -C
—-—(C A B)

14
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Krok 2: Pamietajgc o zasadzie 3., ktora nakazuje stosowaé najpierw
requly nie wymagajgce rozgalezienia, do czwartej przestanki stosujemy Re-
gule 2. Oczywiscie oznaczamy wykorzystanie tego wyrazenia symbolem /.

((AV-B) =-C) — ~(BAC)
~C — (-BV A)
(—|B V A) — =C
V—=(C A B)
CAB

Krok 3: ZauwazZamy, ze nowo dopisane do drzewa wyrazenie, row-
niez jest wyrazeniem ztoZonym, a wiec mozna do niego zastosowaé Regule
3, ktora nie wymaga rozgalezienia. OczywiScie kolejny raz zaznaczamy to
za pomocg znaku /.

((AvV—-B)=-C) — =(BAC)
-C — (—|B V A)
(-BV A — =C

v—=(C A B)

JO A B

C
B

15
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Krok 4: Jak na razie nie zauwazyliémy sprzecznosci na drzewie, ale
mamy jeszcze kilka zloZonych wyrazen, do ktérych mozemy zastosowaé re-
guly wzrostu drzewa. Wybierzmy przestanke pierwszq i zastosujmy do niej
Regule 7. Nie nalezy zapominaé o wprowadzeniu symboli +/.

J(AV =B) = ~C) — ~(B A C)
-C — (—|B V A)
)

-((AV -B) = =C) -(B A C)

16
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Krok 5: Zwréémy uwage na prawq gatez. Do ostatniego wyrazenia na
tej galezi mozemy zastosowaé Regule 4, ktora wymaga rozgatezienia. Liczgc
od lewej mamy trzy galezie. Na drugiej galezi znajduje sie para wyrazen
sprzecznych: B oraz =B, wiec galqZ ta zostaje zamknieta. Na trzeciej gatezi
réwniez znajduje sie para wyrazern sprzecznych: A oraz = A, ta galgZ rowniez
zostaje zamknieta. Zamkniete galezie oznaczamy symbolem ®.

-((A VvV =B)

-C) V(B A Q)

17
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Krok 6: Na koricu pozostalej otwartej galezi znajduje sie wyraze-
nie bedgce negacjg réwnowainodci. Stosujemy do niego Regule 10, ktora
wymaga rozgalezienia. Powstaja dwie nowe galezie. Na jednej z nich na-
tychmiast zauwazamy pare wyrazen sprzecznych: C' oraz —C. Zamykamy
te galaz. Na drugiej zauwazmy, ze do wyrazenia —=—C' mozemy zastosowal
Regule 2, ktéra nie wymaga rozgalezienia.

VAV -B) = -C) - =(BACQC)
-C — (=B V A)
(—|B vV A) — =C

vV—=(C A B)
VO ‘/\ B
C
B
V-((AV =B) = =C) V(B A Q)
/N
AV -B —(AV-B) ﬂB/ C
Nant -C
C 2 b2y &

18
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Krok 7: Do jedynej pozostalej niezamknietej galezi stosujemy Regule
5, ktora wymaga kolejnego rozgalezienia. Natychmiast na jednej z nowo po-
wstalych galezi zauwaZamy pare wyrazen sprzecznych: B oraz —=B. Zamy-

kamy wiec te galgZ.

V((AV -B) = -C) - =(BAC)
-C — (—|B vV A)
(—|B V A) — =C
v—(C A B)
JC A B
C
B
V-((AvV -B) = =C) V(B A Q)
/N /
JAV =B —(AV —B) . o
¢;c ﬁ®C ® ®
/g
4 ®

19
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Krok 8: W korzeniu pozostaly nam jeszcze dwa wyrazenia zlozZone,
do ktérych mozemy zastosowaé Regule 7. Stosujemy jqg do wyrazenia (—BV
A) — —=C. Ponownie mamy tylko jedng niezamknietq galqZ, wiec efekt za-
stosowania tej requly wpisujemy na koncu tej gatezi. Na jednej z nowo po-
wstalych galezi zauwaimy pare zdan sprzecznych: C oraz =C, wiec zamy-
kamy te galgZ.

V-=(C A B)
N, A B
C
B
V-((AVv =B) = =C) V(B A Q)
/ N\ /
JAV =B —(AV -B) 3 C
v-—C e
C ® & &
A/ s
o\ @
~(=BV A) ~C

20
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Krok 9: Ponownie zostaje jedna otwarta galgZ. Lis¢ tej galezi jest
wyrazeniem zlozZonym —(—qVp), wiec mozemy do niego zastosowaé Regule 0,
ktora nie wymaga rozgatezienia. Na galezi dopisujemy dwa nowe wyrazenia.
Natychmiast zauwazamy, Ze pojawia sie para wyrazen sprzecznych: A oraz
—A. GalgZ zostaje zamknieta.

V==(C A B)
JC A B
C
B
V=((AV -B) = =C) V(B A C)
/N
\/;C TX)C ® ®
/g
AN
V(=B Vv A)\
--B -C
-A ®
®

Krok 12: Skoro wszystkie galezie drzewa zostaly zamkniete, to cale drzewo
jest zamkniete. Zgodnie z Requlq 1 w badanym schemacie wniosek wynika

logicznie z przestanek.l
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Zadania kontrolne

Zadanie 1 SprawdZ, czy wniosek wynika logicznie z przestanek. Formali-
zacja + sprawdzenie.

Zadanie 2 SprawdZ, czy wniosek wynika logicznie z przestanek. tylko sche-
mat

Brak wynikania logicznego

Nie kazde wnioskowanie zapisane za pomoca jezyka KRZ jest dedukcyjne.
Reguta 1 méwi o tym, ze mamy do czynienia z wynikaniem, jezeli wlasciwie
rozpoczete drzewo zostanie zamkniete. Nie kazde drzewo sie zamyka. Moze
zdarzy¢ sie tak, ze zastosujemy reguly do kazdego wyrazenia, do ktorego
mozna je zastosowaé - rozwiniemy drzewo w calodci - ale nie wszystkie
galezie na drzewie beda zamkniegte.

Definicja 4 (galaz zakonczona) GalgZ drzewa jest zakoriczona wtedy i
tylko wtedy, gdy bgdZ jest zamknieta, bgdZ nie znajdujg sie na niej Zadne
wyrazenia, do ktorych mozna zastosowaé jedng z requt od 2 do 10.

Jezeli galaz jest zakonczona, ale nie jest zamknigta, to méowimy, ze
jest otwarta. Taka galaz oznaczamy symbolem ©. Jezeli drzewo rozpocze-
liSmy zgodnie z zaleceniami Reguly 1, czyli wypisujac przestanki oraz ne-
gacje wniosku i drzewo to zawiera przynajmniej jedna zakonczona, ale nie
zamknieta galaz, to w badane wnioskowanie nie jest dedukcyjne. Krécej,
przynajmniej jedna otwarta galaz informuje nas, ze wniosek nie wynika
logicznie z przestanek. Metoda badania wnioskowan za pomoca drzew na
gruncie KRZ ma te specyficzng wlasnosé, ze pozwala o dowolnym wniosko-
waniu rozstrzygnaé, czy jest ono dedukcyjne, czy nie jest.

Wréémy teraz do Definicji 5, ktéra méwi, ze jezeli zachodzi wynikanie,
to nie istnieje interpretacja, w ktorej przestanki sa prawdziwe a wniosek jest
falszywy. Jezeli wynikanie nie zachodzi, to taka interpretacja istnieje. Pa-
mietajmy, ze Regula 1 nakazuje rozpoczynaé¢ drzewo od negacji wniosku.
Zatem drzewo zamkniete oznacza, ze nie istnieje interpretacja, w ktorej
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prawdziwe sa wszystkie wyrazenia stanowigce korzen tego drzewa. Jezeli
drzewo jest zakonczone, ale nie zamkniete, wtedy mozemy znalezé taka
interpretacje, w ktorej wszystkie wyrazenia tworzace korzen tego drzewa
beda prawdziwe. Interpretacje taka odczytujemy w ten sposéb, ze na ga-
tezi, ktora zostata zakonczona, ale nie zamknieta, odnajdujemy wszystkie
pojedyncze litery zdaniowe oraz negacje pojedynczych liter zdaniowych.
Pojedyncze litery zdaniowe w odczytywanej interpretacji sa prawdziwe, a
negacje pojedynczych liter zdaniowych sg fatszywe. Wartos¢ logiczna innych
liter zdaniowych wystepujacych w badanym drzewie nie ma znaczenia.

Odczytanie interpretacji z zakonczonej a nie zamknietej gatezi jest
réwnoznaczne z odnalezieniem kontrprzykladu dla badanego zbioru wyra-
zen. Jezeli badamy schemat wnioskowania logicznego, to odnaleziony kontr-
przyklad wskaze interpretacje, w ktérej wszystkie przestanki beda praw-
dziwe, a wniosek bedzie falszywy.

Kontrprzyktad z otwartej gatezi odczytujemy w nastepujacy sposob:

1. Wybierz galaz, ktéra jest zakonczona, ale nie zamknieta.

2. Na wybranej galezi odnajdz wszystkie pojedyncze schematyczne li-
tery zdaniowe i zinterpretuj je jako zdania prawdziwe (7).

3. Na wybranej galezi odnajdz wszystkie pojedyncze schematyczne li-
tery zdaniowe poprzedzone symbolem negacji () i zinterpretuj je
jako zdania falszywe (F).

4. Jezeli wyrazenia stanowiace korzen drzewa zawieraja litery lub ne-
gacje liter, ktére nie znajduja sie na wybranej galezi, to ich wartosé
logiczna nie ma znaczenia, moga by¢ prawdziwe lub falszywe.

5. Takie przypisanie wartoéci logicznych literom zdaniowym stanowi kontr-
przyktad.

Przykltad 5

Sprawdz, za pomocg metody drzew, czy wniosek wynika logicznie z przesta-
nek, w ponizszym wnioskowaniu:
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A— B

Rozwiazanie: Krok 1: Na podstawie Reguly 1 rozpoczynamy drzewo
analityczne wypisujgc przestanki i negacje wniosku.

A— B
B
-A

Krok 2: Stosujemy Regule 7 do pierwszej przestani. W efekcie otrzy-
mugjemy rozgalezienie drzewa. Zastosowanie requly oznaczamy symbolem

V-

v A - B
B
-A
/ \
-A B

Krok 4: Zauwazmy, Ze na drzewie nie ma juz Zadnego wyrazenia,
do ktorego mozemy zastosowac requle. Kazda z powstalych w ten sposob
galezi zostaje zakonczona, ale nie jest zamknieta. Wykorzystalismy wszyst-
kie wyrazenia zlozZone, ktore sie na nich znajdowaty i nie udato sie znalezZé
sprzecznosci. Galezie zakoriczone a nie zamkniete oznaczamy symbolem ©.

v A — B
B
-A
e AN
-A B
O] ©

Krok 6: Nie udalo si¢ zamknaé¢ badanego drzewa, co oznacza, ze w
powyzszym schemacie wniosek nie wynika logicznie z przestanek. Mozna si¢
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o tym przekonaé, odczytujac z drzewa interpretacje, ktéra bedzie kontrprzy-
ktadem, w ktorym wszystkie przestanki tego wnioskowania beda prawdziwe,
a wniosek fatszywy.

Wybieramy na przyklad lewa galaz. Wystepuje na niej litera B, wiec
przypisujemy jej warto$é¢ T. Na tej galezi wystepuje rowniez litera A po-
przedzona symbolem —, wiec przypisujemy jej wartos¢ F'.

Wskazane wartosci poszczegdlnych liter stanowia kontrprzyktad dla
zadanego schematu wnioskowania.

. . . — B
Przestanka pierwsza jest prawdziwa: F T T

Przestanka druga jest prawdziwa: f,
. . A
Whniosek jest falszywy: F

Na mocy Definicji 5 kontrprzyktad wskazuje, ze w badanym schemacie wnio-
sek nie wynika logicznie z przestanek. B

Zadania kontrolne

Zadanie 3 Wykaz, ze wniosek nie wynika logicznie z przestanek. Odczytaj
kontrprzyklad z drzewa.

Sprzecznosé

Narzedzia logiki formalnej okazujg sie réwniez bardzo przydatne w wy-
krywaniu sprzecznosci w zadanym zbiorze zdan. Tego rodzaju umiejetnosé
moze mie¢ szczegdlne zastosowania na gruncie nauk prawnych i stosowania
prawa. Badanym zbiorem zdan moga by¢ zebrane materialy dowodowe, ze-
znania $wiadka czy zbiér przepisow prawa. Wyeliminowanie sprzecznosci z
tego rodzaju zbioréw zdan jest szczegdlnie wazne.

Powiedzieliémy powyzej (btad materialny we wnioskowaniu), ze sprzeczna
jest para zdan, w ktorej jedno z tych zdan stwierdza cos, a drugie doktad-
nie temu samemu przeczy. Za pomocy jezyka KRZ sprzecznosé wyrazona
bedzie jako para zdan A oraz —A. Skoro kazde zdanie jest badz prawdziwe,
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badz falszywe, to mamy pewnosé, ze z dwoch zdan sprzecznych jedno na
pewno jest falszywe. Zatem wykrycie sprzecznosci informuje nas, ze w ze-
branych materiatach dowodowych, zeznaniach $wiadka, czy zbiorze prze-
piséw prawa mamy do czynienia z falszem. Wskazanie zdania falszywego
bardzo czesto nie nalezy do zadan najlatwiejszych. Ponadto jest to zda-
nie ekspertow w danej dziedzinie. Logika jedynie informuje, ze mamy do
czynienia ze sprzecznoscig, ktéra powstaje w oparciu o falszywe zdanie.

Do wykrycia sprzecznosci w zbiorze zdan bardzo pomocna okazuje si¢
metoda drzew. Badanie to jest podobne do badania wnioskowan pod katem
ich dedukcyjnosci. Nalezy zmodyfikowaé jedynie Regute 1, za pomoca ktérej
rozpoczynaliSmy drzewo. Przyjmijmy, ze mamy zbiér zdan Ay, As, ..., Ay,
ktérego sprzeczno$é chcemy zbadac.

Reguta 11 (Sprzeczno$é zbioru zdan)

Zbior zdan A1, Aa, ..., Ay jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy drzewo
rozpoczynajgce sie od wyrazen Ai, Ao, ..., A, zamyka sie.

Zatem wystarczy rozpoczac drzewo wypisujac wszystkie zdania z ba-
danego zbioru. Nastepnie, korzystajac z regul wzrostu drzewa, rozwijamy
galezie, prébujac je zamknaé. Jezeli wszystkie galezie na drzewie sg za-
mkniete, to badany zbiér wyrazen jest sprzeczny. Jezeli przynajmniej jedna
z galezi pozostanie otwarta, to w badanym zbiorze wyrazen nie ma sprzecz-
nosci.

Przyktad 6

Sprawdz, za pomocg metody drzew, czy zbior wyrazen {A — B, A, =B} jest
sprzeczny.

Rozwiazanie:
Krok 1: Na podstawie Regquly 11 rozpoczynamy drzewo wypisujgc w
korzeniu wszystkie wyrazenia nalezgce do badanego zbioru.

A— B
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A
-B

Krok 2: Zauwazamy, Ze mozemy zastosowac Regule 7 do pierwszego
wyrazenia i rozgalezié drzewo. Zastosowanie requly oznaczamy symbolem /.
Natychmiast zauwazamy, ze na lewej galezi wystepuje para wyrazen sprzecz-
nych A oraz —~A. Zamykamy te galgZ, oznaczajgc to symbolem ®. Prawa
galgZ rowniez zawiera wyrazenia sprzeczne B oraz = B. Zamykamy jg. Skoro
wszystkie galezie drzewa sqg zamkniete, to drzewo jest zamkniete. Zgodnie z
Regutqg 1 badany zbior wyrazen jest sprzeczny.

VA — B
A
-B
/ \
-A B
® ® -

Zwroémy uwage na jeszceze jedna kwestie. Reguta 1 w celu zbadania
poprawnosci wnioskowania nakazuje rozpoczaé drzewo od wypisania prze-
stanek oraz negacji wniosku. Natomiast zgodnie z Reguta 11 w celu zbada-
nia zbioru zdan pod katem jego ewentualnej sprzecznosci nalezy rozpoczaé
drzewo od wypisania elementow tego zbioru. W kazdym z tych przypad-
kéw zamkniete drzewo oznacza pewnego rodzaju sukces, czyli dedukcyjnosé
wnioskowania lub sprzecznosé badanego zbioru zdan. Rozpoczecie drzewa
od wypisania przestanek oraz negacji wniosku moze byé rozumiane jako
préba zbadania, czy zbiér zlozony z przestanek oraz negacji wniosku jest
zbiorem sprzecznym. Wykrycie sprzecznosci w tym zbiorze jest réwnowazne
ze stwierdzeniem, ze zachodzi wynikanie logiczne pomiedzy przestankami
a wnioskiem. Zaleznos¢ ta jest zwiazana z natura zwigzku wynikania lo-
gicznego. We wnioskowaniu dedukcyjnym wniosek jest jakby zawarty juz w
przestankach - jest w nich ukryty - dlatego dotaczenie do przestanek negacji
wniosku wywoluje sprzecznosc.

Sprzecznosé zbioru zdan mozna réwniez rozwazy¢ z perspektywy in-
terpretacji wyrazen zbudowanych za pomoca jezyka KRZ (Definicja 77).
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Pamietamy, ze interpretacja polega na przypisaniu jednej z dwéch wartosci
logicznych kazdej literze zdaniowej.

Definicja 5 (Sprzeczno$é) Zbidr zdan Ay, A, ..., A, jest sprzeczny wtedy
1 tylko wtedy, gdy nie istnieje taka interpretacja, Ze wszystkie wyrazenia tego
zbioru sq¢ prawdziwe.

Zatem zbidr zdan sprzecznych, to taki zbiér, ktérego wszystkie ele-
menty nie moga by¢ jednoczeénie zdaniami prawdziwymi. Tutaj jeszcze raz
widaé, jak wazne moze okazaé¢ sie wykrycie sprzecznosci wsréd pewnych
zdan. Sprzeczno$¢ jest niepodwazalnym dowodem na to, ze przynajmniej
jedno zdanie w takim zbiorze jest falszywe.

Zadanie 4 Zbadaj poniisze zeznania i powiedZ, czy jest wsrod nich zdanie
falszywe.

Zadanie 5 Wykaz, Ze ponizsze zbiory zdan sq sprzeczne.
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