04 Uktady réwnan i rozktady macierzy - Cwiczenia

1. Wstep

Srodowisko Matlab mozina z powodzeniem
wykorzysta¢ do rozwigzywania uktadéw
rownan z wykorzystaniem rozktadéw macierzy
m.in. Rozktadu Choleskiego, Eliminacji Gaussa
lub QR.

Do wyznaczania powyzszych rozktadéw nalezy
wykorzystaé polecenia: chol, 1lu Ilub qgr.
Szczegdty dotyczgce polecen nalezy szukaé w
podreczniku Matlab.

2. Rozktad Choleskiego

Rozkfad Choleskiego
przedstawienie symetrycznej macierzy w

pozwala na

postaci produktu macierzy trdjkatnej i jej
transpozycji.

A=R"*R
gdzie R jest macierzg gérnie tréjkatna.

Niestety nie wszystkie macierze symetryczne
moga byc roztozone w ten sposéb. Warunkiem
rozktadu jest fakt, ze macierz A musi byc
macierzg hermitowskg (m.in. symetryczng)
i dodatnio okreslong.

def.1 Macierz A nazywamy macierzqg
hermitowskg * , jezeli A =A*, przy czym
A= (AT, awiec A j=12,..n0ij = Tji.

def.2 Macierz hermitowska jest dodatnio
okreslona, jezeli spetniony jest warunek:

/\x*Ax >0

x+0

gdzie x = (x1,x5,..,x,)7,0 = (0,0, ...,0)T.

! Jezeli macierz hermitowska ma wyrazy
rzeczywiste to jest to po prostu macierza
symetryczna.

Przykiad 1

Do przyktadu wykorzystajmy macierz Pascala
rozmiaru 6x6:

>> A=pascal(6)

A =
1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6
1 3 6 10 15 21
1 4 106 20 35 56
1 5 15 35 70 126
1 6 21 56 126 252

ktéra jest symetryczna i dodatnio okreslona.
Nastepnie  wyznaczamy macierz  goérnie
tréjkatna:

>> R=chol(A)

R =
1 1 1 1 1 1
) 1 2 3 4 5
) ) 1 3 6 10
) ) ) 1 4 10
) ) ) ) 1 5
) ) ) ) ) 1

Po czym mozemy rozwigzaé¢ uktad réwnan
A*x=b. Podstawiamy A=R'*R do réwnania
i otrzymujemy nowe réwnanie:

R'*R*x=0b
a nastepnie wykorzystujgc dzielenie
lewostronne  z  operatorem  backslash

otrzymujemy rozwigzanie:

>> x=R\(R"\b)



Znalezienie  macierzy goérnie  tréjkatnej
rozmiaru n xn jest operacja o ztozonosci
0(n®), natomiast rozwigzanie przy uzyciu
backslash'a

dwukrotnego zastosowania

0(n?).
3. Rozktad LU

Rozktad macierzy LU inaczej nazywamy
metoda Eliminacji Gaussa. Rozktad pozwala na
przedstawia kazdej kwadratowej macierzy A
jako produkt permutacji dolnie trdéjkatnej
macierzy i gornie tréjkatnej macierzy:

A=L*U

gdzie L jest permutacjg dolnie tréjkatnej
macierzy z jedynkami na przekatnej, natomiast
U jest macierzg gérnie tréjkatna.

Przyktfad 2
Dany jest uktad réwnan A*x=b, gdzie:

A = b =
1 3 -2
-2 -5 5
-1 10 20

-3
5
-5

Obliczamy rozktad LU za pomocg polecenia:

>> [L,U]=1u(A)

L =
-0.5000  0.0400  1.0000
1.0000 0 )
0.5000  1.0000 )

U =

-2.0000 -5.0000 5.0000
0 12.5000 17.5000

0 ] -0.2000

Nastepnie  mozemy szybko  wyznaczyc
rozwigzanie poleceniem:

>> x=U\(L\b)
X =
5.0000

-2.0000

1.0000

Opcjonalnie mozliwe jest takze wyznaczenie
macierzy permutacji P, patrz podrecznik.

4.Rozktad QR

Za pomoca rozktadu QR lub inaczej rozkfadu
ortogonalnego mozemy przedstawi¢ macierz
prostokatna jako produkt macierzy
ortogonalnej (unitarnej w przypadku liczb

zespolonych) i macierzy gdérnie tréjkatnej:
A=0QR

Opcjonalnie mozliwe jest tez wyznaczenie
macierzy permutacji P spetniajacej rownanie:

AP = QR

gdzie P to macierz permutacji, Q to macierz
ortogonalna oraz R to macierz goérnie
tréjkatna.

Mozemy rozrézni¢ 4 typy rozktadu QR: petny,
ekonomiczny, przy czym z macierzg permutacji
lub bez.

Nadokreslone ukfady réwnar * zawieraja
prostokatng macierz gtéwna, ktéra ma wiecej
wierszy niz kolumn, np. rozmiaru mxn gdzie

m > n.

Petny rozktad zaktada okreslenie kwadratowe;j
macierzy Q wymiaru m x m oraz macierzy
prostokatnej gornie tréjkatnej R wymiaru
mxn.

Przyktad 3

2 . . . ;e .
majace wiecej réwnan niz zmiennych



Majagc dang macierz A , petny rozktad
wyznaczamy przy pomocy polecenia gr:

A= b:

wWR R R
wwN R
wowkR
|
A

>> [Q,R]=ar(A)

Q =
-0.2887  0.1213  -0.0443  -0.9487
-0.2887 -0.3638  0.8856 -0.0000
-0.2887 -0.8489  -0.4428  0.0000
-0.8660  0.3638 -0.1328  ©.3162
R =

-3.4641 -4.3301 -5.4848
(<] -2.0616 -4.9720

(<] [ -0.4428

Natomiast rozktad ekonomiczny dodajagc 0 w
poleceniu:

>> [QJR]=qP(AJ@)

Q =
-0.2887  0.1213  -0.0443
-0.2887 -0.3638  ©.8856
-0.2887 -0.8489  -0.4428
-0.8660  0.3638  -0.1328

R =

-3.4641 -4.3301 -5.4848
0 -2.0616 -4.9720

0 ] -0.4428

zawierajgcy macierz Q o rozmiarze mxn oraz
macierz kwadratowg R rozmiaru nxn. Zabieg
zmniejszenia macierzy (o m —n kolumn od
konca dla Q i usuniecie wierszy zerowych dla
R) jest zasadny przy wiekszych macierzach.

Opcjonalna permutacja kolumn rozkfadu,
wywofana obecnoscig trzeciego argumentu
wyjSciowego polecenia qr jest uzyteczna ze

wzgledu na wykrywanie osobliwosci lub

3

spadku rzedu macierzy Polecenie

wyswietlajgce dodatkowg macierz permutacji
mozna wyswietlié:

>> [Q,R,P]=gr(A)

oraz opcjonalnie w wersji ekonomicznej:
>> [Q,R,P]=qr(A,Q)

w ktorej P jest wektorem.

Kontynuujac  rozwazania bez _ macierzy
permutacii_ * , rozktad QR transformuje
nadinterpretowany uktad liniowy w
rownowazny uktad tréjkatny.

Wyrazenie

norm(A*x-b)

jest réwnowazne’ wyrazeniu
norm(Q*R*x-b)

Poniewaz mnozenie przez macierz

ortogonalng zachowuje norme Euklidesows,
powyzsze wyrazenie jest réwne:

norm(R*x-y)

gdzie y=Q' *b. Poniewaz ostatnie m — n
wierszy macierzy R to same zera, wyrazenie to
jest rozbite na dwie czesci:

norm(R(1:n,1:n)*x-y(1:n))
oraz

norm(y(n+l:m)).

3 np. dla macierzy mxn, rzad bedzie ostro mniejszy
niz min(m, n).

* Uwaga: Jezeli podamy w poleceniu [Q,R] albo
[Q,R,P] to otrzymamy rézne macierze Qi R!

> w Matlabie z doktadnoscia do btedu.



W przypadku gdy A ma rzad réwny doktadnie
min(m,n)  mozliwe jest znalezienie
rozwigzania x, tak wiec pierwsze z powyzszych
wyrazen jest réwne zero. Natomiast drugie
wyrazenie okresla norme residuum (btad).

Rozwigzanie ma postac:
x = R\(Q' *b)

z btedem okreslonym przez

y((n+1):m)
w naszym przypadku:
>> y=Q'*b
y =
-19.8526
8.4887

5.1808

0.3162
>> x=R\(y)
X =

-6.1000

24.1000

-11.7000
z btedem y(4:4)=0.3162.

W przypadku, gdy A ma rzad mniejszy ostro
niz min(m, n), tréjkatna struktura macierzy R
umozliwia  znalezienie rozwigzania dla
problemu najmniejszych kwadratéw.




Cwiczenia
Zad.1. Rozwigz ponizsze uktady réwnan

2x) —3x —4dxy =5
—x1+2n 4+ =-1

a) 3y — 20 —x3 =5

b + 80+ T+ 3y =1
3+ S50t dn 4y =2

b)
xp—x—1=-2x
241 -2 =x3
3xp —x— 3 =—5x;
o —2x + 20 + 3 =—4

Jakiego typu sa to uktady réwnan?

Zad.2. Korzystajgc z metody Cholesky’ego
wyznacz rozktad A = LLT.

0 7 8 7
7 5 6 5
A=1 8 6 10 9
7 5 9 10

Zad.3. Dla podanego ukfadu réwnan:

le + 4‘X2 - ZX3 + ZX4 =0

4x, +12x, + 8x3 +4x4, = 4

AN _2x, + 8x, + 40xs + 2x, = 4
2xq +4x, + 2x3 + 11x, = —18

X1 +xp+x3+x4=0

b). X1 + 5x5 + 5x3 + 5x4 = —4
X1 + 5xy + 14x3 + 14x, = —4

X1 + 5x2 + 14'X3 + 30x4 = —-20

znajdz macierz goérnie trdjkatng R rozktadu
Choleskiego, a nastepnie znajdz rozwigzanie tg
metoda.

Zad.4. Dla macierzy A, stosujagc metode
eliminacji Gaussa, wyznacz macierz permutacji
P oraz macierze L i U takie, ze PA = LU (L jest
macierzg dolnie tréjkatng , natomiast U
macierzg gornie tréjkatng ).

]

1
—1

L R e )

b =
=

L o O

Zad.5. Stosujgc metode eliminacji Gaussa
roztéz macierz A na iloczyn macierzy goérno
idolno trdjkatnej. Wykorzystaj otrzymany
rozktad do rozwigzania uktadu réwnan Ax =
b, gdzie

Zad.6. Znajdz rozktad QR (z dodatkowa
macierzg permutacji P) dla macierzy:

H =
1 4 10 20
1 3 6 10
1 2 3 4
1 1 1 1

Zad.7. Wykorzystujac rozktad QR (petny bez
macierzy permutacji) znajdz przyblizone
rozwigzanie uktadu rownan Ax = b:

A= b =
10 7 8 7 3
7 5 6 5 -2
8 6 10 9 2
7 5 9 10 -1
1 3 2 4 1



