Cwiczenie 8. Mathematica: Obliczenia symboliczne. Analiza.

8.1. Pochodne

Tradycyjny rachunek rézniczkowy obejmuje pochodne, szeregi Taylora i granice; odpowiadajace im polecenia w programie
Mathematica to D, Series i Limit.

DIf, x] of/ox DI[f, x, y] 8% f/(6x dy)

D[f, {x,2}] &*f/ox? DIf, x,y,y] & f/(8x dy?)

W jezyku Mathematica mozesz zapisa¢ cate wyrazenie do zrézniczkowania bezposrednio w funkcji D, na przyktad D[ (x + a)?,
x], albo mozesz najpierw nada¢ wyrazeniu nazwe, taka jak i = (x + a)?, a nastepnie uzy¢ tej nazwy, na przyklad w wyrazeniu

D[4, x]. Funkcje takie jak f[x] mozna rdézniczkowaé po prostu za pomocg zapisu f'[x].

Innym sposobem obliczania pochodnych czastkowych jest uzycie przyciskéw 0,0 i O, m na palecie BasicMathInput. Mozesz
tez zrobi¢ to recznie: Napisz d jako [Egpd &2, przejdz do indeksu dolnego naciskajac [crj*[-], wpisz zmienng, wyjdz z pozycji

indeksu dolnego za pomoca [Rj*[spacja] i napisz wyrazenie.

Mathematica zna rézne reguly rézniczkowania, np.

In[«]:=

Clearf[f, g]
DIf[x] » g[x], x] // Simplify

ou-J= gx] £ [x] +Ff[x] g [x]

Przyklad 8.1.
Okreslimy funkcje f(x) = ¢ sin X, gdzie c jest stala

In[«]:=

f[x] := ¢ Sin[x]

Obliczymy pochodna

In[«]:=

D[f[x], x]

Out[~]=

c Cos [X]

Przyklad 8.2.
Znajdziemy pochodng funkcji y = In ctg x, stosujac wzor do obliczenia pochodnej funkcji ztozone;j

In[«]:=

D[Log[Cot[x]], x] // FullSimplify

Outf«]=

-Csc[x] «Sec[x]

Oczywiscie, ze otrzymany wynik jest rOwnoznaczny — .
X

In[«]:=

2

Yo == —

// Simplify
Sin[2 x]

outf-]= True
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Przyklad 8.3. Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkcji (f(x) = arcsin x w punkcie (—; ;0).
Okreslimy funkcje¢ f'(x) = arcsin x.

In[«]:=
f[x_] := ArcSin[x]

Znajdziemy pochodne funkcji arcsin x 1 warto$¢ tej funkcji w punkcie x =
In[« ]:=
f'[x]

Out[~]=

1
2

1-x2
In[«]:=
f'[1/2]
Out[«]=
2

73
Roéwnanie stycznej y — f(xg) = f ' (xo) (x — x9) W punkcie xq = % ma postaé
In[#]:=

y- f[%] f[;] [x - ;]// Simplify

o -1+2X
Outf«]= = = + —
V3

Naszkicujemy wykres stycznej y = g + 1

21 4o krzywej y = arcsinx w punkcie ( g) oznaczonym kropka.

v 2

In[« ]:=

Plot[{f[x], f[%] + f.[%] [x — %]}, {x, 0, 1}, Epilog —» {PointSize[Large], Red, Point[{%, ArcSin[%]}]}]

Out[»]=

050 P

0.2 04 0.6 0.8 1.0

8.2. Szeregi

Taylor Series

Series[f, {x, a, n}] Szereg Taylora funkcji f wzgledem zmiennej x wokdt punktu a, uwzgledniajacy wyrazy do n-tej potegi x
-a
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In[«]:=
Series[Sin[a x], {x, 1, 3}]

Out[~]=

1.5 2 15 3 4
Sinfa] +aCos[a] (x-1)-— (a’Sinf[a]) (x-1)*-— (a’Cos[a]) (x-1)>+0[x-1]
2 6
Pozostata cze$¢ ma posta¢ wielkiej litery O. W standardowej notacji matematycznej reszta bytaby zapisana jako O((x — 1)4), co

oznacza wyrazy, w ktorych potgga x - 1 wynosi co najmniej 4. Oto kolejny przyktad:
In[« ]:=

Sz = Series[ , {x, 0, 3}]

x-1
Outf+]=
—1—x—x2—x3+0[x]4
Mozemy to obliczy¢ za pomoca rozwinigcia w szereg Taylora:
Infe]:=
sz®
Outf+]=
~1-3x-6x>-10x3+0[x]*
W tym przypadku wszystkie wyrazy rzedu wyzszego niz trzeci zostaty zebrane w reszcie. Mozemy rowniez obliczy¢ pochodne i

catki (zwr6¢ uwage na zmiang w reszcie):
In[« ]:=
Disz, x]

Integrate[sz, x]

Out[«]=
-1-2x-3x>+0[x]3
Out[«]=
x> X3 x4 .
-X-— - — - — +0([Xx]
2 3 4

Funkcje nieokreslone sg traktowane prawidtowo:

In[+]:=
Clear[f]

Series[f[x], {x, 0, 3}]

Out[~]=
1 2 1o 3 4
flo] +f (@] x+— f'[0] x>+ - F3 (0] x*+0[x]
2 6
Wielomian Taylora

Normal[series] Poming¢ reszt¢ w szeregu Taylora
In[«]:=
Normal([sz]

Outf«]=
“1-x-x2-x3
Wynikiem jest zwykte wyrazenie, a teraz wszystkie obliczenia sg wykonywane tak, jak w przypadku zwyktych wyrazen.
Ponizsza animacja przedstawia wielomiany Taylora funkcji cos x w punkcie x = 1 do stopnia 20:
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/- 1= Animate [Plot [Evaluate[ {Cos[x], Normal[Series[Cos[X], {X, 1, n}]1]}], {X, O, 4},

PlotRange » {-5, 5}, ImageSize -» 200], {n, 9, 20, 1}, AnimationRunning -» False]

: I HEEE

4 L
outf+]= 2r
24 6 8107 12
2t
4t
Granice
Limit[f, x » a] Granica fdla x zblizajacego si¢ do a;
Opcje:
Direction  Kierunek, z ktorego zblizamy si¢ do punktu a; mozliwe wartoéci: Automatic (zazwyczaj oznacza -1), -1 (od gory),
1 (od dotu);
Assumptions Zatozenia dotyczace parametrow; przyklady wartosci: $Assumptions, a > 0
InfJ:=
Sin[x — 1]
Limit[—, X - 1]
x—-1
X
Limit[ , X - 0, Direction - -1]
31/x
X
Limit[ , X - 0, Direction » 1]
3l/x
Out[]= 1
Out[«]= 7]
Out[-]= —
Calkowanie

Do obliczenia catek nieoznaczonych f [f(x) dx Mathematica zawiera instrukcje Integrate[f, x]. Dowolng stala, ktora pojawia si¢
przy catkowaniu przyjmuje si¢ za zero. Obliczymy [x cos x d.x.

In[« ]:=
Integrate[x Cos[x], x]

Out[~]=
Cos[x] + x Sin[x]

min

Przy obliczaniu catki oznaczonej f "*f(x)dx stosujemy instrukcj¢ Integrate z drugim argumentem w postaci listy:

Integrate[f(x), {X, Xmin, Xmax} |, gdzie x — zmienna catkowania, x,;, 1 Xmax S8 granicami catkowania.
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Inf- J:=
1

Integrate[ , {x, 0, Inﬁnity}]

x*+x?+4

Out[«]=
Ve

445

Uzycie zatozen (Assumptions):
Jest to najwazniejsza opcja, gdy calka zawiera parametry (np. n, a, b). Pozwala ona dostarczy¢ systemowi informacji o parame-
trach, co czgsto prowadzi do uzyskania bardziej precyzyjnego wyniku.

Opcje¢ Assumptions mozna doda¢ bezposrednio do funkcji Integrate.
In[«]:=
Integrate[c"’”, {x, 0, Infinity}, Assumptions » @ <0 ]

Outf+J=
-
Integracja numeryczna
Jesli Integrate nie obliczy catki oznaczonej, zastosuj catkowanie numeryczne. Mozesz najpierw sprobowac catkowania doktad-
nego, a jesli nie uzyskasz wyniku, popro$ o warto$¢ liczbowa.

Probujemy obliczy¢ nastepujaca catke
In[«]:=
int = Integrate[Sin|Cos|x*]], {x, 0, }]

Outf«]=

Jﬂsin [Cos [xz} ] dx

)
Calkowanie doktadne nie powiodto sie, i dlatego stosujemy metody numeryczne

% //N

Mozemy rowniez bezposrednio uciec si¢ do metod numerycznych.

In[« ]:=
NIntegrate[Sin[Cos[x*]], {x, 0, x}]

out/-]= ©.485846

ROwnania rozniczkowe

W programie Mathematica dysponujemy dwoma gldownymi narzedziami:
DSolve — stuzy do znajdowania rozwigzan symbolicznych (analitycznych).
NDSolve — stuzy do znajdowania rozwigzan numerycznych.

Oba polecenia sg bardzo wszechstronne i akceptuja:

Jedno lub wiele rownan.

Rownania pierwszego lub wyzszego rzgdu.

Roéwnania liniowe i nieliniowe.

Zagadnienia poczatkowe (initial value problems) oraz brzegowe (boundary value problems).

Szczegoty dotyczace DSolve.
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Funkcja DSolve jest szczegolnie potezna w przypadku rownan liniowych:

Potrafi rozwigzac liniowe rownania rézniczkowe o statych wspolczynnikach dowolnego rzedu.

Moze réwniez rozwigzaé wiele rownan liniowych do drugiego rzgdu zawierajacych zmienne wspotczynniki (niebedace statymi).
Rozwazmy nast¢pujace rownanie Bernulliego:

nor- eq=y' [x] +y[x] = asSin[x] y[x]?

ou - y[X] +y [x] = aSin[x] y[x]?

Rozwigzanie ogolne zapisane jest w postaci reguly przeksztalcenia. Dowolna stata to c;.
n-1= DSolve[eq, y[x], X]

o {{y1x1 » : )

2e*ci+acCos[x] +asSin[x]

Znajdziemy rozwigzanie dla y w postaci “czystej funkcji”:

)= sol = DSolve[eq, y, X]

2

outf- - Hy% Function| {x}, 2e*cy +aCos[x] +aSin[x] H}

Weryfikacje mozna przeprowadzi¢ nastepujgco:

n-}= eq /. sol // Simplify

out-]= {True}

Przyklad 8.4. Zagadnienie Cauchy’ego (lub problem poczatkowy)
Nastepnie rozwigzujemy problem poczatkowy:

In[« ]:=
yIx]/. DSolve[{eq, y[0] == b}, y[x], x][1]

2b

Out[+]= —
-2e*+abe*-abCos[x] -abSin[x]
Nastepnie podajemy konkretne wartosci dla wszystkich statych:

In[« ]:=
soll = y[x] /. DSolve[{eq /.a - 1, y[0]=Db /. b - 2}, yI[x], x][1]

Outf«]=

2

Cos[x] +Sin[x]
To rozwigzanie mozna przedstawi¢ na wykresie, poniewaz nie zawiera zadnych parametrow:
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Inf«]:=
wykl1 = Plot[soll // Evaluate, {x, 0, 3 z}, ExclusionsStyle » Red]

Out[+]=

10

T T T T T T

T

-5

-10

e e e e L

Czerwone pionowe proste to asymptoty.

Przyklad 8.5. Rozwiazanie ukladu réwnan rézniczkowych
Rozwiazujemy uktad dwoch rownan rézniczkowych:

Inf+ J:=
eqs = {x'[t] == a x[t] + bylt], y'[t]==cx[t] + d y[t]};
Znajdzmy rozwigzanie ogdlne za pomoca funkcji DSolve.

Inf+ J:=
soll = DSolve[eqs, {x[t], y[t]}, t] // Simplify

Out[«]=

{{x[t] IR

\/a2+4bc72ad+d2 cq + \/a2+4bc72ad+d2 ew/a2+4bcfzad+dztc1+

e% (a+d— a2+4bc—2ad+d2) t (

2 - 2 2 N 2 2 N 2
a(71+e a’+4bc-2ad+d t) (led(71+<e a’+4bc-2ad+d t) ci-2bc,+2be a?+4bc-2ad+d tcz))/

3 (asd-+atabc2adid® | ¢

e?

(2 \/a2+4bc72ad+d2), y[t] -

-l+e

/ 2 \/a2+4bc—2ad+d2)}}

Okre$lmy konkretne wartos$ci wspotczynnikow (a=1, b=-3, c=2, d=-2).
In[«]:=
sol2=soll /.{a—> 1, b - -3, ¢ > 2, d » -2} // FullSimplify

2 7 2 2 — 2
(2C (—1+<E a’+4bc-2ad+d t) cq+ (a_ae\/a +4bc-2ad+d t.d ( +

a’+4bc-2ad+d? t)

\/a2+4bc—23d+d2 (1+e a2+4bc—2ad+d2t>) Cz)

e t? (\/1_5<C1Cos{\/ﬁt] +3 (c1-2c¢y) Sin[\/ﬁt”

Outf«]= {{X[t] - 2 \/E 2 s

e t/? (\/ECZCOS[VEt] + (4cy-3cy) Sin{\/ﬁt”

o L )

Okre$lmy warto$ci dowolnych statych ¢ i ¢, jako nastgpujace zbiory liczb {-2,-1,0,1,2} i {-1,-1/2,0,1/2,1}.

Inf- =
zb1 = Flatten[Table[{so0l2[1, 1, 2], sol2[1, 2, 2T} /. {C[1] - il, C[2] - i2}, {il, -2, 2, 1}, {i2, -1, 1, 0.5}], 1] // Simplify;
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Narysujmy 25 trajektorii fazowych odpowiadajacych zbiorom wartosci statych c; i ¢, przy pomocy funkcji ParametricPlot.
In[#]:=
wyk2 == ParametricPlot[Evaluate[zb1], {t, 0, 100},
wykres parame-- | oblicz

PlotRange - {{-3, 3}, {-2, 2}}, AspectRatio » 1, AxesStyle - Directive[14], ImageSize - 350]
zakres wykresu format obrazu styl osi dyrektywa rozmiar obrazu
Outf+]=

2

-2

Z wykresu wynika, ze potozenie rownowagi (0,0) jest ogniskiem stabilnym (w sol2 mamy mnoznik e t/2).

Zadania

Zadanie 1. Znalez¢ pochudneg:
a) ' (x), gdzie f(x)=e"Inx;
b) M), gdzie f(x)=x%e%
o) f',(x, ), gdzie f(x,y)=x"y*cos(x - y);
d) /'@, ), gdzie f(x,y) =22 cos(x +y);

d) /"), gdzie f(x)=

2x
xz_yz :

Zadanie 2. Znalez¢ granice:
2
. n
a) lim, o 5—;
w+5n

b) lim,.o 1+ 2",

Zadanie 3. Znalez¢ granice funkcje:

. 2sinx |
a) hmxao x

. 1-x3
b) lim,, | —.
) e 1+x3




Zadanie 4. Znalez¢ sume

Zadanie 5. Znalez¢ calki:
COoSx
a) [= dx;

X

b) [x*arccos x dx;

X

n
C) jf‘ir x+t2gx dx;
4

d) £OO ln[))r:rZ) dx

1+x3 +x

6

+x0 + ..
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. w postaci funkcji wymiernej i narysowac¢ jej wykres na przedziale [-2; 4].

Zadanie 6. Znalez¢ ogodlne lub czastkowe rozwigzanie (w tym przypadku zrobi¢ wizualizacj¢ rozwigzania):
a) y"-y"+y'—-y=cosx;

b) »"-2y"+y=Inx;
©) yy" =20 -y =0;

d) »'+y=0, y0)=1, »'(0)=0;

e) y'+xy=x% yl)=1;

f) y"=3y"+3y'—y=4x, y0)=0, y'O) =1, y"(0)=0;
g) y'+z'=8, y'-4z=2,

Zadanie 7. Znalez¢ rozwigzania numeryczne roéwnan i zrobi¢ wizualizacje:

a) 3sinx= s

b) tgx=x> (z dokladnoécia 25 cyfr znaczacych).



