Cwiczenie 10. Mathematica: Wizualizacja 2D i 3D

10.1. Definiowanie funkcji

Mathematica wykorzystuje duza liczb¢ wbudowanych funkcji matematycznych. Jesli funkcja nie ma standardowego skrotu, to
odpowiada jej nazwa z jezyka angielskiego. W kazdym razie nazwa funkcji wbudowanej zaczyna si¢ wielka litera. Jesli nazwa
funkcji sktada si¢ z kilku stow, to stowa piszemy jeden po drugim bez spacji, a kazde stowo piszemy wielka literg. Argumenty
funkcji sg zawarte w nawiasach kwadratowych. Przyktady niektorych funkcji matematycznych sa wymienione w ponizszej tabeli.

Saqrt[x] Pierwiastek kwadratowy ()
Exp[x] funkcja wyktadnicza (€*)
Log[x] logarytm naturalny (In x)
Log[b,x] funkcja logarytmiczna (log,x)
Sin[x], Cos[x], Tan[x], Cot[X] funkcje trygonometryczne
ArcSin[x], ArcCos|[x], ArcTan[x], ArcCot[x] funkcje cyklometryczne
Abs[x] modut liczby x
Min[lista] podaje minimalny element listy
Max[lista] podaje miaximalny element listy

Mozemy zdefiniowaé funkcje stosujac palletes (npr. pallete Basic Math Assistant klikniemy umieszczamy kursor w miejscu /'m
i klikamy w tym miejscu)
flx_]:= y x -2

1
Funkcja ]x] okresla funkcje x5 — 2.
Uwaga. Nazwa wlasna funkcji zaczyna si¢ mala litera. Zmienne (zmienng) funkcji piszemy w nawiasach kwadratowych.
Symbol x_ oznacza parametr formalny (zmienna) funkcji, ktory zastepuje si¢ przy wykonaniu konkretng zmienng lub wartoscia.
Symbol (bez spacji) ,,:=" oznacza zdefiniowanie (W naszym przypadku funkcji f[x]), przy czym Mathematica zapamigta pod
funkcja caty podany wzor nie obliczajac go.
f[x]
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Znajdziemy warto$ci tej funkcji przy x =27 ix=e
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Istnieje mozliwo$¢ okreslenia nowych funkcji przez okreslone wezesniej
glx_1:= fix)’
gl64]
8
In[3]:=
fl[x_] =X —2x2+3x-2
Czyszczenie funkeji
Po zakonczeniu pracy z funkcja, pozbadz si¢ jej. Dlaczego? Jednym z powodow jest to, ze mozesz zapomnie¢ o funkcji i pdzniej
w trakcie sesji sprobowaé uzy¢ jej nazwy do czego$ innego. Ale Mathematica nie zapomina, co moze prowadzi¢ do wszelkiego
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rodzaju nieporozumien. Innym powodem jest to, ze pozbywajac si¢ funkcji, zwalniasz troche pamigci, pozostawiajac sobie
wigcej miejsca do pracy. Aby sprawdzié, czy litera lub stowo zostato zdefiniowane jako funkcja, uzyj polecenia ? tak jak w

przypadku wbudowanego polecenia Mathematica:

In[4]:=
211
out[4]=
Symbol
Global'f1
Definitions
fi[x_] :=x>-2x2+3x-2

Full Name Globalf1

A
Oznacza to, ze zmienna f jest nadal przechowywana w pamigci. Mozemy uzy¢ polecenia Clear, aby ja usungc, tak jak usuwa si¢

wartos¢ statej:

nis= Clear [£1]

Jesli teraz uzyjesz polecenia ?, nie znajdziesz takiej definicji:

nel= ? F1
Symbol
Global'f1
out[6]=

Full Name Global'f1

A

10.2. Wykresy funkcji

Do sporzadzania wykresow funkcji jednej zmiennej y = f(x) istnieje polecenie Plot format, ktory ma postac: Plot[f[x], {X, Xmin,
Xmax }], gdzie f[x] funkcja zmiennej x, ktora nalezy do przedziatu [Xyin, Xmax]- Zauwazmy, ze polecenie Plot pozwala rysowac
wykresy tak funkcji ciaglych jak i majacych w przedziale [x;n, Xmax] punkty osobliwe. Np., narysujemy wykresy funkcji Cos[3
x] i Cot[x-n] w przedziale [-r, 7].
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In[«]:=
Plot[Cos[3 x], {x, —x, 7}]

Inf+ ]:=
Plot[Cot[x — x], {x, —x, 71}]

out[+]=

Przy rysowaniu wykresu Mathematica musi wyznaczy¢ punkty przedziatu [Xpmin, Xmax] W ktorych nalezy obliczy¢ wartosci
funkcji, wyznaczy¢ obszar zmiany funkcji dla wyobrazenia na wykresie, jaka wybra¢ skalg, jak zbudowaé osie wspotrzednych i
tak dalej. Zarzadzanie tymi procesami odbywa si¢ za pomoca kilku opcji, z ktorych kazda ma okreslong nazwe, a odpowiadajaca
warto$¢ opcji jest okre§lona przez polecenie: Opcja - Value. Liste opcji mozemy znalez¢ za pomoca polecenia:
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Inf+ J:=
Options[Plot]

Out[~]=
1
{AlignmentPoint - Center, AspectRatio > —————, Axes - True, AxesLabel - None, AxesOrigin —» Automatic, AxesStyle — {},
GoldenRatio

Background — None, BaselinePosition — Automatic, BaseStyle — {}, ClippingStyle - None, ColorFunction -» Automatic,
ColorFunctionScaling — True, ColorOutput » Automatic, ContentSelectable » Automatic, CoordinatesToolOptions - Automatic,
DisplayFunction » $DisplayFunction, Epilog - {}, Evaluated - Automatic, EvaluationMonitor -» None, Exclusions - Automatic,
ExclusionsStyle - None, Filling -» None, FillingStyle - Automatic, FormatType :» TraditionalForm, Frame — False,

FrameLabel - None, FrameStyle — {}, FrameTicks —» Automatic, FrameTicksStyle — {}, GridLines — None,

GridLinesStyle - {}, ImageMargins - 0., ImagePadding —» All, ImageSize - Automatic, ImageSizeRaw — Automatic,
LabelingSize -» Automatic, LabelStyle - {}, MaxRecursion - Automatic, Mesh - None, MeshFunctions — {#1 &},

MeshShading - None, MeshStyle —» Automatic, Method — Automatic, PerformanceGoal :» $PerformanceGoal, PlotLabel - None,
PlotLabels - None, PlotLayout -» Automatic, PlotLegends - None, PlotPoints » Automatic, PlotRange — {Full, Automatic},
PlotRangeClipping — True, PlotRangePadding —» Automatic, PlotRegion —» Automatic, PlotStyle - Automatic,

PlotTheme > $PlotTheme, PreservelmageOptions —» Automatic, Prolog — {}, RegionFunction - (True &), RotateLabel - True,

ScalingFunctions — None, TargetUnits -» Automatic, Ticks - Automatic, TicksStyle — {}, WorkingPrecision — MachinePrecision}

Dlatego, zeby zmieni¢ wyglad wykresu, na przyktad ponownie wprowadzi¢ osie wspotrzednych i nowy kolor linii, trzeba doda¢
do postawowego polecenia Plot trzecie i nastgpne argumenty: Plot[f[x], {x, xmin, xmax}, option—-value]. Nastgpnie
rozpatrzymy niektore z tych opcji.

Opcja PlotStyle daje mozliwo$é zmiany gruboéci, koloru i stylu krzywej na wykresie. Zeby zmienié kilka parametrow krzywej,
dyrektywy odpowiadajace nalezy okres§li¢c w postaci listy. Grubo$¢ linii lub krzywej okresla si¢ opcja Thickness, argument
ktorej jest stosunkiem grubosci linii do szerokosci calego wykresu. Aby okresli¢ kolor linii uzywany kilku dyrektyw. Dyrektywa
GrayLevel, argument ktorej moze mie¢ wartosci od 0 do 1, okresla rozne odcienie szarosci (kolor czarny odpowiada wartosci
GrayLevel [0], kolor bialy — GrayLevel [1]). Dyrektywa RGBColor [r, g, b] okresla kolor linii jako potaczenie kolorow
czerwonego, zielonego i niebieskiego. Intensywnos¢ kazdego z tych trzech sktadnikow jest okre§lona przez warto$¢ argumentu
r, g 1 b, ktory zmienia si¢ 0 do 1. Rézne odcienie kolorow mogg by¢ rowniez okreslone przez dyrektywe Hue[h], gdzie

parametr 4 zmienia si¢ od 0 do 1. Dyrektywa Dashing[{d|, d,, ...}] pozwala narysowa¢ krzywa przerywang. Np.:
In[« ]:=
wykl = Plot[x" 5-3%x° +2, {x, -2, 2}, PlotStyle - {Thickness[0.007], RGBColor[0.2, 0.3, 0.7], Dashing[{0.03}]}]
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Przy zbudowaniu na jednej ptaszczyznie kilka krzywych, mozemy okreslic wiasny styl dla kazdej z nich. W tym przypadku
opcja PlotStyle bedzie lista styli w takiej kolejnosci, w jakiej sa zapisane w pierwszym argumencie polecenia Plot.
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Inf+ J:=
wyk2 = Plot[{x” Sin[x], Exp[-x/2], 2x - x4}, {x, —1.5, 1.5}, PlotStyle -

{{GrayLevel[0.1], Thickness[0.005]}, {Thickness[0.007], RGBColor[0.8, 0.3, 0.4]}, {Hue[0.7], Dashing[{0.04, 0.03}]}}]

out[+J=

Kilka opcji okresla typ osi wspdlrzgdnych na wykresie. Opcja Axes—True wskazuje na niezbedno$¢ rysowania osi, w
przeciwnym przypadku wybieramy opcje Axes—False. Opcja AxesStyle okresla styl osi i moze przyjmowac takie same
wartosci jak i opcja PlotStyle. Aby okresli¢ potozenie poczatku osi wspotrzednych w opcji AxesOrigin, trzeba wyznaczy¢
wspotrzedne tego punktu przecigcia. Dla kazdej osi mozemy wprowadzi¢ nazwe za pomoca opcji AxesLabel. Np.:

Infe]=
wyk3 = Plot[-5 x/Sqrt[(x + 2) *2 - 1], {x, —6, 4}, AxesStyle —» Directive[Black, 12, Italic],

AxesOrigin - {0, 2.5}, AxesLabel —» {"'x", "y"}, PlotStyle - {Thickness[0.005], Hue[0.4]}]
y
30
25
20
outf+J= 15

10

-5

Dla sporzadzania dwuwymiarowego wykresu funkcji zadanej parametrycznie uzywamy instrukcji ParametricPlot, format
ktorej ma postac: ParametricPlot[ {x[7], y[t]}, {¢, tmin, tmax}, option —»value]. Ta instrukcja ma te same opcje co i instrukcja
Plot. Pozwala ona budowac¢ tak wykres jedne;j jak i wykresy kilku funkcji.
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Inf+ J:=
ParametricPlot[{Cos[3 t] Sin[6 t], Sin[3 t] Sin[6 t]}, {t, 0, 2 zr}, PlotStyle - {Thickness — 0.005, RGBColor[0.8, 1, 0.4]}]

05

Outf«]= . . . I . . . . . . . .
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Tak wigc, jesli funkcja jednej zmiennej jest okreslona analitycznie, to aby ja zwizualizowac, mozemy uzy¢ polecenia Plot i
ParametricPlot. Jednak niekiedy istnieje sytuacja, gdy wzor funkcji nie jest znany, a wiadomy jest ciag liczbowych wartoéci
funkcji postaci {y1, vz, ... , Yo} Iub {(x1, y1), (%2, ¥2), ... , (X», Yu)}. Dla wizualizacji takich zespotow (danych liczbowych)
wykorzystujemy instrukcje ListPlot:

ListPlot[ {{x|, yi}, {x2, y2}, ..., {xu, yu}}] wykre$la punkty (x1, y1), (2, ¥2), -+ » (u> Yn)-

Okreslimy, na przyktad, liste wspotrzednych punktéw (i, 3 cos i), gdzie i zmienia si¢ od 0 do 37 z krokiem g i przedstawimy

graficznie te punkty za pomoca instrukcji ListPlot.
In[]:=
dat = Table[{i, 3 Coslil}, {i, 0, 3 7, 7/6}]

7 34/3 3 27 3 57 343

o {03 (2 22 (12 (o) (22, 2 (B2, 28 o,
7 343 4 3 3 57 3 117 343
o b b e 5 b 5 b an
8n 3 17 nt _ﬂ

137 343, 771 3, 5
{T’T,T},{?’T,;},{?’T,e},{?,_z},{T, , 1> 3m -3

Dla okreslenia rozmiaru i koloru punktéw uzywamy opcji PlotStyle i dyrektywy PointSize.
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Inf+ J:=
ListPlot[dat, PlotStyle » {RGBColor[0.7, 0, 0.3], PointSize[0.018]}]

Outf«]=

Punkty na wykresie mozemy polaczy¢ migdzy soba odcinkami prostej za pomoca instrukcji ListLinePlot. Dla opcji PlotStyle
zamiast dyrektywy PointSize nalezy okresli¢ grubo$¢ linii Thickness.

Inf+ J:=
ListLinePlot[dat, PlotStyle - {RGBColor[0.7, 0.2, 0], Thickness[0.006]}]

LI e B S B B

Out[=]=

L s e e

-3

Pozostate opcje instrukcji ListPlot sa podobne do odpowiednich opcji instrukcji Plot.

Funkcja dwoch zmiennych f(x, y) okresla si¢ powierzchni¢ w przestrzeni trojwymiarowej. Wizualizacje 3D tej powierzchni
mozemy utworzy¢ przy pomocy instrukcji Plot3D, format ktorej ma postac: Plot3D[f[x,y], {X, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}],
gdzie f [x, y] jest okreslong funkcjg zmiennych x iy, ktore nalezg odpowiednio do przedziatdow [xmin, xmax] i [ymin, ymax].
Np. f(x, ) =x? =4 cos (x* y),x € [0, ], y [0, n].
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Inf+ J:=
P10t3D[x2 -4 Cos|2 x> y), {x, 0, 2}, {y, 0, 23]

Outf+]=

2.0

Przy wywotaniu instrukcji Plot3D mozemy dopisa¢ rozne opcje. Niektore opcje (AspectRatio, Axes, AxesLabel, AxesStyle,
Background, BaseStyle, Epilog, ImageSize, PlotLabel, PlotPoints, PlotRange, PlotRegion, Prolog, Ticks) sa podobne do
odpowiednich opcji przy 2D wizualizacji.

Jesli instrukcja Plot3D zawiera tylko trzy argumenty, to przy zbudowaniu powierzchni wykorzystujemy wartosci opcji ustalone
domyslnie, zeby otrzymac list¢ opcj¢ razem z okreslonymi warto$ciami stosujemy polecenie Options[Plot3D]. Dlatego, aby
zmieni¢ warto$ci ktorychkolwiek opcji, wystarczy dotaczy¢ w jakoSci czwarty i nastgpne argumenty instrukcji Plot3D w
dowolnej kolejnosci, wybierajac dla nich odpowiednie wartosci: Plot3D[f[x, v], {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}, option—»
value).

Rozpatrzymy tylko niektore z tych opcji. Dla wigkszej doktadnosci wyobrazenia powierzchni mozemy zwigkszy¢ warto$¢
domyslng opcji PlotPoints, przy tym ilo§¢ punktéw obliczania moze by¢ rézna wzgledem osie x i y, np., PlotPoints—{50, 40}.
Dla utatwienia wyobrazenia przestrzennej struktury powierzchni domyslnie nanosi si¢ na je kratka prostokatna (opcja Mesh—
True), a wykres znajduje si¢ wewnatrz ramy rownolegloscianu prostokatnego (opcja Boxed—True). Style linii kratki i ramy sa
okreslone odpowiednio za pomocg opcji MeshStyle i BoxStyle. Stosunek dtugosci bokow ramy zadaje si¢ opcja BoxRatios.
Dla kazdej §ciany ramy mozemy nanie$¢ kratke za pomoca polecenia FaceGrids— All

Dla wizualizacji 3D funkcji jednej lub dwoch zmiennych stosujemy instrukcj¢ ParametricPlot3D:
dla krzywej — ParametricPlot3D[{ £, (7], f;, [1], /2 [£]}, {£, tmin, tmax ), OPtion— value],
dla powierzchni — ParametricPlot3D[ {f; [u, V), f; [u, V1, f- (1, V]}, {14, tmin, Umax}> {V> Vmin> Vimax } » OPtiOn— value].

InfJ:=
ParametricPlot3D[{u, —Cos[4 u], Sin[4 u]}, {u, 0, 2 x}, PlotStyle — {Thickness[0.006], Brownj}]

Outf«]=
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Inf J:=
ParametricPlot3D[{(2 — 3 Sin[6]) Cos[¢], (2 — 3 Sin[6]) Sin[¢], Sin[4 0]},

{p, 0, 2 x}, {0, 0, 2 nr}, Ticks » None, ViewPoint » {2.7, -2, 2.4}]

T
ey B

Outf+]=

Uwaga. Klikajac prawym przyciskiem myszki na wykresie i przesuwajac ja mozemy dowolnie nim obraca¢. To oznacza, zZe
mozemy interaktywnie animowac grafike trojwymiarowa za pomoca myszki.

Zadania

Zadanie 1. Narysuj wykres funkcji od -10 do 10:
a) sin(r — cosx) ;

b) tg(1.5-cosx);

c) Sin2(7T+2 cos(2 x));

d) sinh(1 - "),

Zadanie 2. Narysowaé wykres funkcji f(x) = x> + x + 2 i znalez¢ pierwiastek réwnania f(x) = 0. Narysowa¢ punkt, odpowiada-
jacy pierwiastku na wykresie funkcji.

Zadanie 3. Narysowaé wykresy funkcji f(x) = sin (2 x) i jej stycznej w punkcje x = ﬁ na przedziale [-r; 7].

Zadanie 4. Narysowaé¢ wykres funkcji £(x) = 2x> — 5x% + 4 x + | i znalezé punktéw ekstremow. Zrobié¢ wizualizacje na
przedziale [0.5; 1.2].

Zadanie 5. Narysowac wykresy trzech funkcje Bessell[n,x] (n=1,2,3) réznej grubosci i pokolorowanych odpowiednio w kolor
czerwony, zotty, zielony.

Zadanie 6. Narysowa¢ wykres funkcji:

a) z=F(x,y)=x)?, gdzie -2<x<2, -3<y<3;

b) z=F(x,y)=x>-y* -1, gdzie -2.5=<x=<25, 2=<y=<2;

c) F(t) ={cost,sint, t/2}, gdzie -2n<t<2m,

d) F(u, v)={cosu, sinv, sinusinv, cosv}, gdzie -2n<u=<2n, -n<v=m;

e) F(u, v)={cos4 + (3 +cosv)sinu, 4+ (3 +cosv)cosu, 4+sinv}, gdzieO<u<2n, O<v=nm.
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Zadanie 7. Narysowac wykres funkcji:
a) sin(2x)+cos(3y)=1/2, gdzie - n/6<x<3n-n/6, -n/3<y<3nm;
b) 3x"=y"2+z"2, gdzie -2<x<2, 2=<y=<2, -2<z<2.



