Wyktad 5

Metoda eliminacji Gaussa



Rozwigzywanie uktadow rownan liniowych

Uktad rownan liniowych moze mie¢ doktadnie jedno
rozwigzanie, nieskonczenie wiele rozwigzan lub nie miec
rozwigzania.

Metody dokladne rozwigzywania uktadow réwnan prowadza
do dokladnego rozwigzania, jezeli wszystkie obliczenia
wykonywane sg bez zaokraglen.

Jedng z tego typu metod jest metoda korzystajgca ze wzorow

Cramera.
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Wymaga ona  znajomosci algorytmu  wyznaczania
wyznacznikow 1 dla wiekszey liczby rOwnan jest
nieefektywna. Liczba dzialan arytmetycznych wzrasta bardzo
szybko wraz ze wzrostem stopnia wyznacznika. Dlatego tez
juz nawet dla ukladow niskiego stopnia wzory Cramera sg
nieprzydatne.

W zwiazku z tym opracowano bardziej skuteczne metody.
Sposrod metod skonczonych najpopularniejsza jest metoda

eliminacj1 Gaussa.



4

Jezell natomiast macierz uktadu jest symetryczna 1 dodatnio
okreslona, godna polecenia jest metoda Choleskiego.
Dla uktadow zle uwarunkowanych stosuje si¢ metode
ortogonalizacji Householdera.
Zagadnienia:

. rozwigzywanie ukladow rownan

. obliczanie wyznacznikow

. obliczanie rz¢du macierzy

. odwracanie macierzy



Uktady rownan — podstawowe pojecia

Niech dany bedzie uktad rownan postaci

a,x,+d,x,+...+a, x =b,

1n“*“n

a, X,+d,x,+...+a, x =b, (5.1)

2n“%“n

a.x,+a.,x,+...+a, _x =b

n

gdzie a,, b,€R sa danymi wspoéiczynnikami tego ukiadu,

j 2

natomiast wartosci x,,...,x,€ER s3 szukanym rozwigzaniem.



Oznaczmy teraz

all aln nxn nx 1 1
A=| : . |€ER b=|: |€ER x=|: |ER
a, ... d b X

nn n n

Powyzszy uklad rownan limiowych z »n niewiadomymi
mozna zapisa¢ w postacl macierzowej

A x=b
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Macierz A nazywamy macierza ukladu (4.1), wektor x
rozwigzaniem, natomiast wektor b wektorem wyrazow

wolnych. Macierz

a ... a,lb,

n

[Alb]=

a, ... da.lb

nazywa si¢ macierza uzupehmiong uktadu (5.1).

Wiadomo, ze uktad ma jednoznaczne rozwigzanie wtedy 1

tylko wtedy, gdy det A# 0.



Najprostsza metoda

rozwigzywania uktadow
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rOwnan 1

jednoczesnie uzyteczng w obliczeniach na komputerze jest metoda

eliminacji Gaussa.

Metoda eliminacji Gaussa

Metoda ta jest stosowana dla uktadow rOwnan spetniajacych

zalozenia

det|a |#0, det

all

|y

a12

dy,

=0,

..,

det

all e o o

-anl e o o

aln

a

nn

#0.

tzn. gdy wszystkie minory gildwne sg rozne od zera. Jest to
warunek konieczny i dostateczny istnienia rozwigzania.



Warunek dostateczny: Jezeli macierz A jest macierzq z
dominujgcg gtownq przekgtng, to metoda eliminacji Gaussa
moze byc stosowana bez wyboru elementow podstawowych.

U podstaw metody eliminacji Gaussa lezy metoda
rozwigzywania ukladow roéwnan liniowych polegajaca na
eliminowaniu kolejnych zmiennych. Do tego celu uzywa si¢
przeksztatcen elementarnych polegajacych na:

1. odeymowaniu od wierszy macierzy uzupetnionej innych
wierszy pomnozonych przez odpowiednie state,
2. mnozeniu wierszy macierzy uzupeinionej przez stale.
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Podstawowa metoda eliminacji Gausa sklada si¢ z dwoch
etapow:
= przeksztalcenia macierzy pierwotnej | A|b| do postaci
trojkatne; gornej, jest to tzw. postepowanie proste
Gaussa
" rozwigzania trojkatnego ukladu rownan stosujac tzw.

postepowanie odwrotne Gaussa.
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Oznaczamy elementy macierzy A:[aif]i,j:LZ,...,n jako

(0)

aij_aij ”

(0)

i,n+1 ?

a elementy wektora b jako b,=a i=1,2,...,n.

Indeks '°) oznacza zerowy prog eliminacji Gaussa. Zatem

(0) (0) (0) (0)

1 Uy SR @ ST ¢ S
(0) (0) (0) (0)

[A|b]:A(O>: a, d,, - d,, dy,,
o o 0 (0

anl an2 Tt ann ann+1

Elementy macierzy dla kolejnych krokoéw oznaczane bedag

(k)

indeksem goérnym "', natomiast macierz po k-tym kroku A"
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Postepowanie proste Gaussa

Niech a(ﬁ)#O. W pierwszym kroku eliminacji Gaussa

chcemy wyzerowa¢ elementy [-szej kolumny ponizej

przekatnej. W tym celu od i-tego wiersza i=2, 3,...,n

(0)

macierzy A odeymujemy pierwszy wiersz te] macierzy



Stad w szczegolnosci dla j=1
(0)

a, .
=g -0 0= a¥=0, i=2,3..n
all

tzn. macierz A" zostata przeksztatcona do postaci

(1) (1) (1) (1)

a, dy, -~ dy, djq

(1) (1) (1)

A(l): 0 a, - a, a.,
0 a, - d, am




k-ty krok eliminacji Gaussa

Majac w (k-1)-szym kroku macierz

(k—1)
a,

0

(k—1)
a4

(k—1)
dypy

(k-1)

ak—l, k—1

0

(k—1)
1k

(k—1)
;)

(k—1)
k-1, k

(k—1)
ay . x

(k—1)
1n+1
(k—1)
2n+1

(k—1)
k—1n+1
ak n+1

(k)

nn+l
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przy zalozeniu, ze aii_l);éO w k-tym kroku zerujemy k-tg

kolumng¢ pod przekatng odeymujagc od i-tego wiersza

(k—1)
. . . . . ai
pOWYyZsz€] macierzy wiersz k-ty pomnozony przez (';_1) :

akk

iI=k+1, k+2,..., n




W szczegolnosci dla j=k

a(k—l)

(k) _ (k-1) ik (k=1) __

dy — dy  — 7o) Qe — 0
e

Macierz A" zostanie wiec przeksztatcona do postaci

(k) (k) (k) (k)
a,, S ¢ Ay 0 Uypn

oo .
AY=lo d d | k=12

kk+1

0 - 0 afq’fiﬂ e g™

n,n+1
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Reasumujgc, powyzsze postepowanie, zwane postepowaniem

prostym Gaussa, mozna zapisa¢ w postact:

for (int k=1, k<n; k++) /Jkolumny do zerowania
{ //zerowanie k -tej kolumny ponizej przekatnej w dot
for (int i=k+1; i<=n; 1i++)

r = al[i] [k ]/a[ 1 1k1; /alk]k]<>0
ali] [k] = 0; //nietrzeba obliczac, wystarczy wyzerowac
for (J=k+1; J<=n+1l; J++) /Vi-tywiersz - k-ty *

a[l][j] = ali]l[3] - r*alk]lI[3J];



Postepowanie odwrotne Gaussa

W drugim etapie nalezy rozwigzac¢ gornie trojkatny uktad

rownan:
(n—l) (n—l) (n—l) _ (n—l)
all X1+a12 X2+ +a1n n al,n+1
(n—1) (n—1) (n—1)
a22 X2+ . +a2n n "2, n+1
(n—l) (n—l) (n—l)
an—l,n—l n—1+an—1,n n an—l,n+1
(n—l) (n—l)
a X —=d
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Rozwigzanie tego ukladu sprowadza si¢ do nast¢pujacych

rownosci. Zaczynamy od konca. Mamy:

(n—1)

an,n+1

Xn="(n-1)
a

nn

A nastepnie obliczamy kolejne x; ze wzorow rekurencyjnych:

x=(a" =Y a/"x)la]", i=n—1,n-2,...,1

i,n+1 Ii
Jj=i+1



x[n] = A[n] [n+1l] / Aln][nl; /an]n/<>0

for (iznt 1 = n-1; 1>0; 1--)
{

double suma=0.0;

for (int j=i+1; j<=n; J++)

suma += A[1][3F] * x[J];

x[1]=(A[i] [n+1]-suma) /A[i] [i];

J

/1 afilfil<>0

20
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Zastosowanie eliminacji Gaussa

1. Obliczanie wyznacznikow

det A=da" @l d" !

Przeksztalcanie elementarne dopuszczalne w postepowaniu
prostym Gaussa nie zmieniajg wartoscl wyznacznika. Jezeli
przestawilibySmy wiersze lub kolumny, to nalezy

jednoczesnie zmieni¢ znak wyznacznika:

- n= n-— .p.wierszy+1. p.kolumn
et Al g e

nn



Przyktad 1. Rozwiaza¢ uktad rownan Ax=>b dla danych:

Tworzymy macierz uzupetniong:

A

2 4
1 0
0 1
2 1

2
—1
3
2

0
1
—1
1

A O N S
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Krok I-szy — zerowanie /-szej kolumny
Od wierszy od 2-go do 4-tego odeymujemy pierwszy wiersz

(0)

. . ail . ___
pomnozony przez czynnik r = —5 i =2,3,4.
all

1

I 1 W26W2_§'W1

0
w3(—w3—§-w1

S

|

No

|

No

o
N © O B~

2
- - w4<—w4—§-w1
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Krok 2 — zerowanie 2-giej kolumny ponizej przekatnej

poprzez odejmowanie drugiego wiersza pomnozonego przez

(0)

r = ﬁ od wiersza i=3,4
2 4 2 o4 1
A2_|0 2 2 1o MW
0 0 2 0500 . 3
0 0 3 052 "M
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Krok 3 — zerowanie 3-ciej kolumny ponizej przekatnej

poprzez odejmowanie od wiersza 4-fego wiersza trzeciego

0
a.
pPOMNOZONEgo przez r= %
;3
[ 4 2 ol4]
5 10 -2 2 1o 3
AB= cw 2.
0 0 2 -05/0] M WaTWs
0 0 0 0252




W ten sposob doszlismy do ukladu gornie trojkatnego.
Postepowanie odwrotne Gaussa: Rozwigzujgc powyzszy
uktad od konca otrzymujemy:

(

2x,+4x,+2x,=4

—2x,—2x,+x,=0 X, =-4
{ 2 X _1 x.—0 Ppostepowanie odwrotne -> ! Xy =2
3 4 X3:2

—1X4=2 \X4:8

\ 4
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Odwracanie macierzy

Jesli macierz A=|a,],, jest nicosobliwa, det A#0, to
istnieje macierz X =|x, |,.,, taka ze AX=XA=1I .

nxn 9

. -1 . .
Macierz X oznaczamy A  1nazywamy macierzg odwrotna.

Bezposrednio z definicj1 wynika, ze macierz odwrotna jest
rozwigzaniem macierzowego ukladu rownan AX=1.

Je] wyznaczenie mozna przeprowadzi€ przy pomocy metody

eliminacj1 Gaussa zastosowanej do macierzy uzupeinione;j

postaci [A|I]=>[I|A"]



Zadania

y Rozwigza¢ uklad rOwnan metoda eliminacji Gaussa

1 2 3 1
4 5 6 3
7 8 9 2
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» Korzystajagc z eliminacji Gaussa bez wyboru elementow

podstawowych wyznacz macierz odwrotng do macierzy

[1 3 2]
A=|lo 4 8
5 6 4

5 Sprowadz macierz A4 do postact gornie trojkatne;:

-2 1 0
A= 4 -4 -1
—6 5 4
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