Interpolacja wielomianowa

Wzor interpolacyjny Lagrange'a.



2. Interpolacja wielomianowa

Interpolacja wielomianowa umozliwia wyznaczanie
wzorow przyblizonych stosowanych do obliczania
wartosci funkcji w dowolnym punkcie, przy zatlozeniu,
ze znane sg wartosci tej funkcj1 w skonczonej liczbie

punktow.



f(x) = e —05x>—2x2+2x+3

A = Punkt (f)

— (-4.98, 5.14)
B = Punkt (f)

— (-0.8, 0.82)
C = Punkt(f)

— (1.3, 4.79)
D = Punkt (f)

— (3.77,-1.34)

g(x) = Wielomian ({A,B, C,D})
— —0.16 %> —0.26 x> + 2.23 x + 2.69

10 1

\AS S~ g
Wprowadz...

O A3



f(x) = &—05x—2x"+2x+3

A = Punkt (f)

— (-5.07, 6.66)

B = Punkt (f)

— (-2.6, -6.86)

C = Punkt (f)

— (0.56, 5.15)

D = Punkt (f)

— (2.68, -1.07)

E = Punkt (f)

— (43, 8.49)

g(x)} = Wielomian ({A,B,C,D,E})

— 0.1x*+0.05%—2.01%x>+0.79%x+5.32
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Interpolacja wielomianowa -postawienie zagadnienia
Niech dane beda parami r6zne punkty (x,, y;),i=0, 1,..., n.
Zadanie interpolacj1 wiclomianowej polega na wyznaczeniu
wielomian p€P, , takiego, ze

p(xl.):yi , 1=0,1,...,n .

Mowimy, ze wielomian p interpoluje wartosci y. w
wezlach x, . Jesli s to wartosci pewnej funkcji [, to
mowimy, ze p interpoluje [ . Przypomnijmy, ze P, oznacza

zb10r wielomianOw co najwyzej h -tego stopnia.



Twierdzenie 1 (o jednoznaczno$ci wielomianu

interpolacyjnego)

Jezeli liczby(wezly) x,, X,,...,X, Sq parami rozne, to

n

istnieje dokladnie jeden wielomian pe€P,  taki, Zze

p(xl.):yl., 1=0,1,...,n.



Dowaod twierdzenia o jednoznacznosci.

Jednoznacznos¢
Przypus¢my, ze dwa wielomiany p 1 q spetniajg

powyzsze warunki. Wtedy roznica p—q znika w n+1
roznych punktach x . Poniewaz jednak wielomian

nalezacy do P, , nie znikajgcy tozsamosciowo ma co

najwyzej n zer, to p=q.



Istnienie

Skonstruuymy wielomian interpolacyjny p za pomoca
nastepujacych wielomianow [ (x) o wlasnosciach

[(x)= L, 1=

0, i#]j
Nastepujgce wielomiany Lagrange'a spetniajg
powyzsze warunki
(X=X )(x=% ) (=% ) (X=X, ). (X—X,)
(x)=
(Xi_XO)(Xi_Xl)."'.(Xi_xi—l)(xi_xiﬂ)'"(Xi_xn)




Rozwigzanie p(x) zadania interpolacyjnego moze by¢
teraz doktadnie wyrazone w zaleznosci od wielomianow
[(x).
Otrzymujemy wzor interpolacyjny Lagrange’a

- T X—X.
p(x)=2 yl(x), Lx)=]]-—

j=0 X;— X, .

J#I

c.n.d.



Ze wzgledu na duzy koszt obliczen wieclomian
interpolacyjny Lagrange’a nie znajduje zastosowania w
praktyce. Jego zaletg jest niezaleznos¢ wielomiandw [, od
rzednych y., co przydaje si¢, gdy dla ustalonych weztow
trzeba uwzgledni¢ rozne uktady wielkosci y., na przyktad

wynikajace z pomiarow. Bardziej uzyteczne sg metody

opisane w dalszej czesc1t wyktadow.

Podsumowujac:
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Wielomian interpolacyjny Lagrange'a

Poszukujemy wielomianu peP, spelniajacego warunki

p(x,)=y i=0,1,...,n gdzie x,#x, dlai#j.

Niech
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Wielomian interpolacyjny Lagrange’a dany wzorem

n

p(X)ZiZnO: yili(x): Ii(x)Zl;I i:?

J#I

jest wielomianem stopnia <n, spetniajgcym warunki
interpolaci.

Wielomiany [, to tak zwane wielomiany bazowe
(czynnikowe, podstawowe) Lagrange’a.
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Cwiczenie 1.
Znalez¢ wielomian interpolacyjny Lagrange'a 1 obliczy¢

warto$é p(2) dla danych

x 1013
y, 1.3 2

p(X)ZZ:yili(X): I(X):H j::ij
lo(x):(X_l)(x—3):(x_1><x_3> x,=0




_(x=0)(x=3) _x(x—3) _
ll(x>_(1 0)(1-3) -2 » %=1
_(x=0)(x—1) _x(x—1) _
12(X>_(3 0)(3—-1) 6 > %=
p(x) 1-%(x—1)(x—3)+3-(—%)(x—3)+2-éx(x—l)z
Zl(x2—4x+3)—§x2+gx lXz—lx——éx2 1—7><+1
3 2" 2773 377 67" 6
p(2)==54,17:2 6 _~20+34+6 _10

6 6 6 6 3

14



Zauwazmy, ze wielomian interpolacyjny Lagrange’a mozna
zapisaé w postaci

=Y y 15823y, w(x),

i=0 JO X;—X; =0 (X_Xi)w(xi)

gdzie
o(x)=(x=x)(x=x ). (x—x)
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Btad interpolacji wielomianowej

Twierdzenie 2.
Jezeli f€C" |a, b, a wielomian p€P, interpoluje

wartosci funkcj1t f w n+1 roznych punktach x,, x,...,x,
przedziatu |a, b|, to dla kazdego x€|a, b| istnieje takie

Ee€la,b),ze
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Whiosek.
Blad wzoru interpolacyjnego mozna oszacowac z

zaleznosSci

M.,
n+1)!

R(x)I=If (x)=p(x)l=; o, (x)],
M,.=suplf " (x)|.

o (x)=(x—x,)(x—x,)....(x—x,) .

17



Przyktad 1.

Jaki jest blad przyblizenia funkcji f(x)=sinx
wielomianem interpolacyjnym stopnia n=9 w przedziale
|0, 1], do ktorego nalezg wezty interpolacii.

|f(10)(€x)|S1 ) H |X_Xi|S1 ’

zatem
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Przyktad 2.
Oblicz przyblizong wartos¢ liczby +122 1interpolujac
funkcje f(x)=vx wwezlach 100, 121, 144.

Podaj oszacowanie btedu.

100 | 121 | 144

(e 121)(x—144) _ (x=121)(x—144)
OX - (100-121)(100—144) 21-44




| (x)= (x—100)(x—144)  (x—100)(x—144)
AT 21-100)(121-144) 21-23
L(x)= (x—100)(x—121)  (x—100)(x—121)
T 144-100)(144—121) 4423
p(x):m.(x—121)(x—144)_11.(x—lOO)(x—144)
21-44 21-23
+12.(x—121)(x—144)
44-23
Stad
122~ p(122)= 10-(—22) 11-22-(-22) . 12-(—22)

21-44 21-23 44-23
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W naszym przypadku n=2.
R(122)|=(f(122)-p(122)|5

()]

gdzie
M3_ Sllp |f ( >|

€[100,144 |

Poniewaz

—1\ ~3\’
= |1 51 (-1 51 31
. _(5" ) _(TX )_gﬁ

jest na przedziale [100,144] funkcja >0 i malejaca,to

3 1 x:1003 1 3
M.,= s ——%| = = = V10
; XE[E)E44]|8 X5/2 8 1005/2 8000
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w,(x)=(x—x,)(x—x,)(x—x,).

©,(122)=(122—100)(122—121)(122—144)=—22-22=—484

Z.atem

R(122)|=[V122-p(122)|<

484|=9,56588-10°
31 8000 V10 |-484
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Zbieznosc¢ wielomianow interpolacyjnych

Twierdzenie 3 (Faber)

Dla dowolnego ciagu uktadow weztow a<x,<x,<...<x,<b
istnieje taka funkcja cigglta w [a, b] , ze cigg wielomianow
interpolacyjnych zbudowanych dla tych we¢ztow nie jest do
niej zbiezny.

Twierdzenie 4

Jezel1 fjest funkcja ciaglta w [a, b] , to i1stnieje taki ciag
uktadow weztow a<x,<x,<...<x <b , ze zbudowane dla
nich wielomiany interpolacyjne tworzg ciagg zbiezny do f .
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Przyktad (Rungego) 1

Wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny dla funkcji f(x)= 14 x°

oparty na weztach rownoodleglych z przedziatu | —5,5 |, krok
0.5.

] + ]
||||||||||||||||||||
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Cigg wiclomianow {p,} jest zbiezny do funkcji f tylko
dla |x|<3.63 irozbiezny dla pozostalych wartosci x.
Lepszym rozwigzaniem okazuje si¢ wiclomian
interpolacyjny oparty na weztach Czebyszewa (zerach

wielomianu Czebyszewa):
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0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

| |
wyjsciowa funkcja: 1/A(x"2+1) ——
interpolant: wezly Czebyszewa




Twierdzenie o optymalnym doborze weztow

Btad interpolacji jest minimalny, gdy wezty interpolacji sg

zadane jako wezly Czebyszewa na (a,b) 1 wynosi

£ (x)—p(x)|<2Men (b_a)nﬂ.

“(n+1)1\ 4
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Przyktad 2.
Wykazac, ze jezeli funkcja g interpoluje funkcje f w
wezlach x,, x,, ..., x_,, a funkcja h interpoluje f w

weztach x|, x,, ..., x , to funkcja

G(x)=g(x)+ 2 g(x)=h(x)

interpoluje f we wszystkich weztach x,, x,,...,x, .
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Warunki interpolacji dla danych funkcyi:

g: X, X ...x_, g(x)=f(x) i=0,1,...,n—1
h:  x,x,...,x, h(x)=f(x,) =1, 2,...,n
G: x,X ..x, G(x)=f(x) i=0,1,2,...,n

Sprawdzamy warunki interpolacji dla nowej funkcji we
wszystkich weztach x,, x,,...,x :
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=1,2,..

dla i



