Metody rozwigzywania

rownan nieliniowych



Rozwigzywanie rownan nieliniowych

Ogodlnie rOwnanie o jedne) niewiadome) x mozna przedstawic
w postaci

f(x)=0, XxE€R, (1)

gdzie f jest wystarczajaco regularng funkcjg. Naszym celem
nie jest znalezienie wzorOw analitycznych na rozwigzanie
powyzszego rOwnania, lecz podanie skutecznego algorytmu
iteracyjnego obliczania tego rozwigzania (zakladamy, ze

rozwigzanie nie da si¢ wyrazi¢ skonczonym wzorem).



Warto zwroci¢ uwage na dwa problemy:

—Czy proces iteracyjny jest zbiezny,

—jesli tak, to jak szybko proces jest zbiezny.

/Zwykle, jezeli przyblizenie poczatkowe  szukanego
pierwiastka r roOwnania (1) jest dostatecznie blisko r, to
kolejne przyblizenia otrzymywane w procesie iteracyjnym sg

do niego zbiezne.



Jezell informacje o funkcji sg skape, to najpierw stosujemy
metode zbiezng, niezaleznie od wartosci poczatkowych (np.

metode bisekcji, zbiezng liniowo), az do otrzymania dobrego

przyblizenia poczatkowego. Nastepnie przechodzimy do
kolejnej, szybszej 1 efektywniejsze) metody (w zaleznosci od
tego, 1le razy obliczana jest wartos¢ funkcji f 1/lub jej

pochodna).



Zastosowanie:
—teoria dyfrakcj1 swiatla x-tgx=0,
—rownanie Keplera x-asinx=b,
—zera wiclomianow.

Postawienie zagadnienia
Dla danej funkcji f:R->R znalez¢ wartosci x, dla ktorych

f ( X)IO . Wartos¢ poczatkowa X, przyjmujemy jako
przyblizenie pierwiastka r, kolejne przyblizenia wyznaczamy

za pomoca funkcji iteracyjnej x,,,=®(x,), i=0,1,... .



Ogolnie:

X =D (X, X100, X ) — metoda n-punktowa

*Yy“*i—n+1

jezeli funkcja @, jest stacjonarna tzn. nie zalezy od 7,

stosujemy oznaczenie @
Metody:

—metoda bisekcyi
—metoda Newtona (stycznych)
—metoda siecznych

—regula falsi



Twierdzenie Bolzano-Cauchy’ego

Jezeli funkcja f€C|a, b| i ponadto przyjmuje r6zne znaki

na koncac!

h przedziatu [a, b], tzn. f(a)f(b)<0, to funkcja

f musi mie¢ zero w przedziale |a, b].

Jest to konsekwencja wlasnosci Darboux funkcji ciggtych:

Witasnosc¢ Darboux

Funkcja ciagla f w przedziale |a, b| przyjmuje w nim

wszystkie warto$ci zawarte miedzy f(a) i f(b).



Jezeli ponadto znak pochodnej w tym przedziale jest staty, to

funkcja ma w nim doktadnie jeden pierwiastek.



Wyktadnik zbieznosci metody jest to najwieksza liczba p,

p=0 taka, ze dla dostatecznie duzych k jest

X*_Xk+1‘SC X*_Xk‘p )

gdzie x to pierwiastek rownania f (x)=0, natomiast C to

nieujemna stala, zwykle zalezna od funkcji f, tzw. stala
asymptotyczna bledu.
Jezeli p=1 to mowimy o zbieznosci liniowej, jezeli p=>1

to mOwimy o zbieznosci ponadliniowej.



Metoda bisekcji (zwana rowniez metoda potowienia
przedziatu) korzysta z wlasnosci Darboux.

Jezeli f(a)f(b)<0, to obliczamy S:%b .

Jesli f ( S ) =0, to znalezliSmy pierwiastek, jesli nie, to:

o sprawdzamy czy f(a)f(s)<O0. Jezeli tak, to funkcja f ma
zero w przedziale | a, s |, wtedy pod b podstawiamy s.

e W przeciwnym razie jest f (a)f (S)>O , wtedy funkcja f

ma zero w przedziale | s,b |, zatem pod a podstawiamy s.



W obu przypadkach nowy przedzial, dwa razy krotszy od
poprzedniego, zawiera zero funkcji f, zatem post¢powanie
mozna powtarzamy, az do otrzymania zadowalajacego
przyblizenia.

Metoda bisekcjr pozwala na wyznaczenie jednego zera

funkcji f , a nie wszystkich zawartych w przedziale |a, b]|.



Btedy zaokraglen powodujg jednak, ze otrzymanie zerowe;

wartosci f (S) jest mato prawdopodobne 1 dlatego rOwnosc

f (S)—O nie moze byC stosowana jako kryterium

zakonczenia obliczen. Trzeba dopusci¢ pewng tolerancie,

przykladowo zeby |f (S)\<1O_5.

Uwagi dotyczgce algorytmu bisekcii
1. Do badania znakow na koncach przedziatu nalezy uzywac

funkcji signum (znak), a nie nieréwnosci f(a)f(s)<0,



unikniemy wtedy zbednego mmnozenia 1 ewentualnych

btedow zaokraglen.

. Program moze uwzglednia¢ trzy kryteria zakonczenia

obliczen:

e maksymalng liczbe krokow dopuszczong przez
uzytkownika (dla bezpieczenstwa),

e wartos¢ funkcj1 dostatecznie bliskg zeru,

e odlegltos¢ miedzy dwoma kolejnymi rozwigzaniami

dostatecznie bliskg zeru (dostatecznie maty biad).



f(x)

wyznaczanie przyblizen pierwiastka r



Opis metody bisekgcji

Krok 1: dzielimy przedzial | a,b| na potowe, tzn. Sl:%b
Krok 2: jezeli f (51)20 to s, jest szukanym pierwiastkiem
rOwnania 1 metode konczymy

Krok 3: jezeli f(s,)#0 to wybieramy ten z przedziatow
la,x, ] lub | x,,b]| wktorym funkcja zmienia znak

Krok 4: Powtarzamy kroki 1-3 dopoki nie otrzymamy
zadanej dokladnosci €, za szukane przyblizenie przyjmujemy

srodek wyznaczonego przedziatu.



Faktycznie w te] metodzie mozna z gory okreslic maksymalng

liczbe 1teracji zapewniajgcy zadang doktadnosc €.
Analiza btedu
Stosujgc metode bisekcjr otrzymujemy cigg zstepujacych

b,—a,
ok

przedziatow |a;,b |, i=0,1,2,..., takich ze b,—a, =

17271

W celu wyznaczenia liczby krokow wystarczy rozwigzac



b—a

rownanie —=<£ .
2
. Lo . a,+b,
Najlepszym przyblizeniem jest srodek przedzialu s= 5
o . by—a,
a blad tego przyblizenia wynosi |r—s|< T

Metoda bisekcji jest dosy¢ wolna, zbiezna liniowo, p=1.



Przyktad
Wykona¢ dwa kroki algorytmu bisekcji w celu znalezienia

przyblizenia pierwiastka rownania f(x)=x’-x+1 w przedziale

[-2,2].

Rozwiazanie:

Obliczamy wartos¢ funkcji w koncach przedziatu: f(-2)=-5,

f(2)=7 ({(-2)*f(2)<0)

Krok 1: Dzielimy przedziat na potowy s;=(-2+2)/2=0

Krok 2: obliczamy wartosc f(s;)=f(0)=1 (f(s;)<>0)

Krok 3: wybor podprzedzialu: mamy teraz dwa przedziaty
[-2,0] i [0,2]. Wybieramy ten, na ktorego koncach znaki sg
rozne:




f(-2)*f(0) = -5*1=-5<0, f(0)*f(2)= 1*7 =7>0
Zatem pierwiastek lezy w przedziale [-2,0].
Krok 4: sprawdzamy kryterium konczenia obliczen — u nas

liczba krokow ma byC 2, zatem powtarzamy algorytm od

poczatku:

Krok 1: Dzielimy przedzial na potowy s,=(-2+0)/2=-1

Krok 2: obliczamy wartosc f(s2)=f(-1)=1 (f(s2)<> 0)

Krok 3: wybor podprzedzialu: mamy teraz dwa przedziaty
[-2,-1] i [-1,0]. Wybieramy ten, na ktorego koncach znaki sg
rozne:



f(-2)*f(-1) = -5*1=-5 <0,  f(-D)*f(0)=1*1 = 1>0
Zatem pierwiastek lezy w przedziale [-2,-1].
Krok 4: sprawdzamy kryterium konczenia obliczen, krok =2,

zatem przyblizenie szukanego pierwiastka to
x*=(-2-1)/2=-3/2

Przyktad 2 Rozwiazujac réwnanie x’—5=0 wyznaczyc
dwa kolejne przyblizenia wartosci V5 metodg bisekcji,
przedzial poczatkowy |a, b|=[0,5]. Poda¢ interpretacje

graficzna.



Algorytm

double f(double x);
//zwraca wartosc¢ funkcji f(x), f(x)=6

bool bisect(double a, double b, double eps,
double delta, int maxiter, double &r)
{
double fa = f(a);
double fb = f(b);
double s, fs;
int iter = 0;
if (fabs(fa) < eps) {r
if (fabs(fb) < eps) {r

a; return true;}
b; return true;}



if (sign(fa) ==sign(fb) ) return false;
do {
s =0.5 * (a +b);
fs = f(s);
if (sign(fa ) != sign( fs))
{ b=5s; fb = fs; }
else
{ a=5s; fa = Fs; }
iter = iter + 1;
}
while ((fabs(fs) > eps) &&
(fabs(b-a) > delta) && (iter < maxiter));
r=0.5%* (a+b);
return true; }



Metoda pofowienia (bisekc]i)




Metoda Newtona (zwana réwniez metoda stycznych)
algorytm 1teracyjny wyznaczania przyblizone; wartosci
pierwiastka funkcji.

Metoda Newtona jest szybsza od metody bisekcyi, gdyz jej
zbieznosc jest kwadratowa. Gdy przyblizenie poczatkowe X,

jest dostatecznie blisko pierwiastka r, wystarczy kilka krokow
metody, by osi1ggna¢ zadowalajagcg doktadnos¢ rozwigzania
(zbieznosc¢ lokalna). Niestety, metoda ta nie zawsze jest
zbiezna - bywa rozbiezna, kiedy punkt startowy jest zbyt
daleko od szukanego pierwiastka rOwnania.



Metoda Newtona opiera si¢ na linearyzacji funkcji f, tj.
zastgpieniu jej funkcja liniowq - styczng. Kolejne przyblizenia
to odciete punktu przeciecia tej stycznej z osig OX.

Réwnanie stycznej w punkcie (x_,f(x.)):

y—=f (x,)=f"(x,)(x=x,)
Punkt przeciccia z osia OX: y=0=f(x )+f'(x,)(x—x,)

Stad x, ,.,=x,— , n=0,1,2,... .

(x
f'(x,)



Wyznaczanie przyblizen pierwiastka r metoda Newtona



Metoda Newtona zaczyna od przyblizenia X, zera r 1 polega

na stosowaniu formuty:

X =x—f(X”) n=0,1,2,...

TN )

Opis metody Newtona

Krok 1: wybieramy punkt x,€|a,b]

Krok 2: kolejne przyblizenia obliczamy ze wzoru

f(xk)

, k=0,1,2,...
f'(xk)

Xpe1— X



Algorytm

bool Newton(double x, double eps, double delta,
int maxiter, double & r)
{

int iter = 0; bool b;

double xk, d, fp, fx = f(x);

r = X;
if (fabs(fx)<eps) return 1;//x0 jest pierwiastkiem
do

{
fp = fprim(x);//obliczamy pochodna
if (fabs(fp) < eps) return 0;
d = fx/fp;
xk = x - d; fx = f(xk);



b = (fabs(fx) < eps);
Xx = xk; 1ter = 1iter + 1;
}
while ((!b) && (fabs(d) »>= delta) &%&
(iter < maxiter));

if (b || fabs(d) < delta) /*petla sie skonczyla
bo albo wartos¢ funkcji w wyznaczonym punRcile
jest bliska © albo odlegtos¢ pomiedzy kolejnymi
przyblizeniami jest dosc mata */

{ r=x
return 1;

}

else return 9;

¥



Zbieznos¢ metody Newtona
Metoda Newtona moze nie by¢ zbiezna, Jezeli jest zbiezna,

to jest zbiezna kwadratowo, p=2.

Przyktady
. Wykaza¢, ze efektywna metoda obliczania pierwiastka

kwadratowego z liczby R dana jest wzorem



» Wykonac trzy kroki obliczeniowe wyznaczania pierwiastka
rownania x°—9=0 metoda bisekcji w przedziale [1, 10]
oraz metoda Newtona, przyjmujac Xx,=10. Podac
interpretacje graficzng wyznaczania kolejnych przyblizen.

. Wykorzystujac  odpowiednie  rOwnanie  kwadratowe

wyznaczyé dwa kolejne przyblizenia wartoéci V5 metoda
Newtona, przyymujac x, =5 . Podac interpretacje graficzna.

.. Korzystajac z metody Newtona wyznacz V5 z doktadnoscig

£.=0.01



styczne

-

-

y = flx)

Iy

£2

=N
Iy =

Iy



Metoda siecznych (metoda Eulera)

metoda  iteracyjna, oparta na podobnym pomysle

linearyzacyjnym co metoda Newtona.

Poniewaz w praktyce pochodna funkcji f nie zawsze jest
znana, to zamiast przyblizenia wykresu styczng, stosuje si¢
przyblizenie sieczng, tj. pochodng zastgpujemy 1lorazem
roznicowym

f(x,)—f(x,1)

X, —X, 4

n n

flx, 1,%,]=



a kolejne przyblizenia wyznaczamy ze wzoru

_ f(x,) _
X””_X”_f[x ] , n=1,2,...

n—1%“%Yn

gdzie x,, x, to dwa kolejne przyblizenia pierwiastka.
Jako wariant metody Newtona, metoda siecznych jest rOwniez

zbiezna lokalnie. Wykladnik zbieznosci metody siecznych dla

zer jednokrotnych 1 dostatecznie gladkich funkcji wynosi

v 1+ V5

—

= 1.618...

r




Interpretacja geometryczna
Przyblizenia to punkty przecigcia sieczne] wyznaczonej przez
punkty ( Xn—l ’ f ( Xn—l ) ) oraz (Xn 5 ( Xn) ) z OSiQ OX

4

fi{x) \

S




Przyktady

1. Wyznacz dwa kolejne przyblizenia liczby V3 metoda
siecznych przyjmujac jako dwa kolejne przyblizenia
poczatkowe

a) xo=1, x;=2
b) xp=2, x;=3

2. Metodg siecznych wyznacz miejsca zerowe funkcji
f(x)=x’+x°-3x-3 w przedziale [1,2] z dokladnoscig
a) |Xk+1-Xk| < Ex:0,1
b) |f(xx+1)|< &=0,001
przyjmujac xp=a=1, x;=b=2.



Metoda regula falsi
Metoda regula fals1 polega na konstruowaniu metoda

siecznych dwoch monotonicznych, ograniczonych ciggow

{s ] i{u | spetiajacych warunek f(s, )f(u,)<O.

Krok 1: stosujgc metode siecznych otrzymujemy:

f(s,)
flsnsu,)

Xn+1:Sn_



Krok 2: jezel f(xn+1)=O konczymy algorytm 1

przyjmujemy X za szukany pierwiastek, w

n+1

przeciwnym razie
ejezeli f(s,)f(x,,)<0 przyjmujemy

S —

n+1 n

un+1:Xn+1

e jezeli f(x,,,)f (u,)<0 przyjmujemy



Krok 3: Zastepujemy n przez n+1 1 wracamy do kroku

pPIETWSZego.

Metoda siecznych
(regLia falsi)



Metoda zawsze zbiezna, jeshi tylko dobrze wybrano przedziat
poczatkowy. Wolna zbieznos¢ p=1 (metoda liniowa) .

Opisana w hinduskim tekscie Vaishali Ganit (III w. p.n.e.)

Przyktady
. Zapisa¢ odpowiednie rownanie kwadratowe 1
wykorzystujac je wyznaczy¢ dwa kolejne przyblizenia
wartosci V5 metodg regula falsi, przyjac¢ przedziat

poczatkowy | s,,u,|=[0, 4].



.. Wykonaj dwa kroki metody regula fals1 w celu
przyblizenia zera funkcji f(x)=x"-3 przyjmujac so=1,u,=2.
;. Metoda regula falsi wyznacz pierwiastek rownania

x°-2=0 z doktadnoscia &,=0,1 przyjmujac sp=-1, u,=2.

.+ Wyznacz przy pomocy metody regula falsi dwa kolejne
przyblizenia x;, x, pierwiastka funkcji f(x)=2-1/x

przyjmujac Sp=1/4, up=1



