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Wstep

Skrypt ten powstal na podstawie wykltadéw z Matematyki dyskretnej, ktére autor
prowadzi na Katolickim Uniwersytecie Lubelskim Jana Pawta II dla studentéw informa-
tyki. Kurs Matematyka dyskretna obejmuje duzo réznych ciekawych tematow. Omawiane
sg elementy logiki i teorii zbioréw, relacje, funkcje, moce zbioréw, indukcja, rekurencja,
kombinatoryka, podstawy teorii graféw, algebry Boole’a, funkcje booleowskie i wreszcie
na koniec absolutne podstawy teorii automatéw. Przedstawione pojecia sg podane w przy-
stepny i zrozumiaty sposob oraz zilustrowane sg wieloma przyktadami. Autor ma nadzieje,
ze skrypt ten bedzie dla studentéw pozycja wartosciows i pomocng w zrozumienu pojeé

matematyki dyskretnej.



1. Elementy logiki

Definicja. Zdaniem w sensie logicznym nazywa sie zdanie oznajmujace, ktéremu mozna
przypisac jedng z dwoch wartosci — prawda lub fatsz. Przyjmuje sie, ze symbolem prawdy

jest 1, a symbolem falszu 0.

Definicja. Zmienng zdaniowq (logiczng) nazywa sie zmienna, w miejsce ktérej wstawia

sie zdanie (prawdziwe lub falszywe) otrzymujac zdanie w sensie logicznym.
Uwaga. Najczesciej zmienne zdaniowe oznacza sie matymi literami: p, q,r, .. ..
Warto$¢ logiczng zdania p oznacza sie symbolem w(p). Zatem

w(p) = 0 oznacza, ze p jest zdaniem fatszywym,

w(p) = 1 oznacza, ze p jest zdaniem prawdziwym.

Ze zdan logicznych mozna tworzy¢ zdania ztozone przy pomocy spojnikow logicznych

(funktorow zdaniotwdrczych). W matematyce uzywane sa nastepujace spojniki logiczne:

e negacja: ~ p lub —p, czyta sie ,nie p” lub ,nieprawda, ze p”,

koniunkcja: p A\ q, czyta sie .,piq”,

alternatywa: p V q, czyta si¢ ,p lub q”,

implikacja: p = q, czyta sie ,,p implikuje ¢” lub ,jezeli p, to q”,

rownowaznosc: p < q, czyta si¢ ,p jest rownowazne ¢” lub ,p wtedy i tylko wtedy,

gdy ¢q”.

Uwaga. W implikacji p = ¢ zdanie p nazywa sie poprzednikiem, a zdanie ¢ nazywa sie

nastepnikiem tej implikacji.

Uwaga. Negacja to funktor jednoargumentowy, a koniunkcja, alternatywa, implikacja i

rownowazno$¢ to funktory dwuargumentowe.

Definicje wartosciowan sp6jnikéw logicznych:
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Definicja. Formulg logiczng nazywa sie wyrazenie zbudowane ze zmiennych zdaniowych,

funktoréw zdaniotworczych oraz nawiaséw w nastepujacy sposob:
e zdania proste i zmienne zdaniowe sa formutami logicznymi,

e jezeli P i @ sa formutami logicznymi, to ~ P, (P A Q), (PV Q), (P = Q) oraz

(P < Q) sa réwniez formutami logicznymi.

Definicja. Tautologiq lub prawem rachunku zdan nazywa sie formute logiczna, ktéra jest

prawdziwa bez wzgledu na wartos¢ logiczng wystepujacych w niej zmiennych zdaniowych.

Metody sprawdzania, czy formutla jest tautologia:

1. Metoda zero-jedynkowa: buduje si¢ tablice dla wszystkich uktadow wartosciowan
zmiennych zdaniowych, a nastepnie kolejno ocenia prawdziwosé zdan ztozonych.
Formuta jest tautologia, jesli kolumna odpowiadajaca formule jest ztozona z samych

jedynek.

2. Skrécona metoda sprawdzania wyrazen rachunku zdan: zaktada sie, ze formuta jest
falszywa i na podstawie tabelki warto$ciowan poszczegdlnych funktoréw zdaniotwor-
czych sprawdza si¢ dla jakich wartosciowan zmiennych logicznych jest to mozliwe.

Jesli takich warto$ciowan nie ma, to formuta jest tautologia.

Przyklad. Sprawdzimy metoda zero-jedynkows, czy formuta

p=(~pVaq
jest tautologia. Mamy
w(p) | wlg) | w(~p) | wi~pVyg) wlp=(~pVq))
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 1 1

Zatem formuta ta nie jest tautologia.



Przyktad. Sprawdzimy metoda skrocona, czy formuta

[(pV @A ~p|l=q

jest tautologia. Mamy

Lw([(pVor~pl=q) = {zak.}
2. w((pV A ~p) = {1.}
3. w(qg) =0 {1.}
4. w(pVvq) =1 {2.}
5. w(~p)=1 {2.}
6. w(p) =0 {5.}
7. w(q) = {4.,6.}
8. sprzecznosé {3.,7.}

Zatem formuta ta jest tautologia.

Wybrane prawa rachunku zdan:

e prawa przemiennosci

e prawa lacznosci

e prawa rozdzielnosci

e prawa idempotentnosci



prawo podwdjnego przeczenia

~(~p) & p,
prawo wytaczonego srodka
pV~p,
prawo sprzecznosci
~(p A ~Dp),

prawa De Morgana

~({Ng & (~pV~q),
~ (Vg e (~pA~a),

okreslenie réwnowaznosci
peaelp=aA(@=Dp)
okreslenie implikacji
(p=4q) = (~pVa),
zaprzeczenie implikacji
~p=a e A~a),
prawo transpozycji
(p=4q) = (~qg= ~p)
prawo sylogizmu
(p=a)N(g=1)]=(p=r1)
reguta odrywania

pA(p=q)]=q



prawo symplifikacji

p=(¢=0p),

prawo Dunsa Scotusa

~p=(p=q),

prawo Claviusa

(~p=p)=Dp,

prawo Fregego

p=(@=7)]=[p=q9=@=r)

Uwaga. Prawdziwos¢ wszystkich powyzszych praw tatwo sprawdza si¢ metoda zero-

jedynkowa lub metoda skrécong.

Definicja. Funkcjg zdaniowq nazywa sie¢ wyrazenie zawierajace zmienng zdaniowa, kto-
re staje si¢ zdaniem w sensie logicznym, jezeli w miejsce zmiennej podstawi si¢ nazwe

przedmiotu.

Definicja. Z kazda funkcjg zdaniows zwigzany jest zbior, ktory zawiera nazwy wszystkich
przedmiotow, ktore wolno podstawia¢ w miejsce zmiennej zdaniowej. Zbior ten nazywa

si¢ zakres zmiennej zdaniowey.

Uwaga. Prawdziwo$¢ funkcji zdaniowej moze zaleze¢ od zakresu zmiennej zdaniowej w

niej wystepujacej.

Definicja. Przedmiot spetia funkcje zdaniowa, jezeli po wstawieniu jego nazwy w miejsce

zmiennej zdaniowej w funkcji zdaniowej otrzymuje si¢ zdanie prawdziwe.

Przyklad. Rozwazmy nastepujaca funkcje zdaniowa w zbiorze R wszystkich liczb rzeczy-
wistych:

22 —4x+3=0.

Zakresem zmiennej x wystepujacej w tej funkcji jest zatem zbiér R. Element 3 spelnia
te funkcje zdaniows, a na przyktad element 4 jej nie spetnia. Ponadto funkcja ta nie jest

prawdziwa w zbiorze R\{1, 3}.



Uwaga. Rozpatruje sie réwniez funkcje zdaniowe wiecej niz jednej zmiennej zdaniowej.

Analogicznie méwimy wowczas o zakresach zmiennych i spetnianiu funkcji zdaniowe;j.

Uwaga. Funkcje zdaniowe oznacza sie przez: ¢(x),¥(x,y),. ... Funkcje p, 1, ... nazywa

sie predykaty.

Definicja. Kwantyfikatory to funktory zdaniotwoércze, ktore przeksztatcaja funkcje zda-

niowe w zdanie w sensie logicznym.

Niech zbiér X bedzie zakresem zmiennej zdaniowej x. Rozrézniamy:

e kwantyfikator ogélny (uniwersalny):

/\ o(z) lub Vr e X ¢(x),

reX
czyta sie ,dla kazdego x speliona jest funkcja ¢(x)”.

o kwantyfikator szczegolowy (egzystencjalny):

\/ e(x) lub Jz € X p(z),

zeX

czyta sie istnieje x taki, ze spelniona jest funkcja p(z)”.

Uwaga. Kwantyfikator ogolny jest uogélnieniem koniunkcji, zas szczegdétowy — alternaty-
wy. Niech X = {x1, o, ..., x,} bedzie zakresem zmiennej zdaniowej x w funkcji zdaniowej

o(x). Wowcezas

. ( A 90(93)) & (p(e) A plaa) A A plan),

reX

. ( v 90(26)) & (p(e) V (@) V ..V ol(an).

zeX

Definicja. Zasiegiem kwantyfikatora wystepujacego w danym wyrazeniu jest ta czesé tego
wyrazenia, bedaca réwniez wyrazeniem zdaniowym, ujeta w pare jednakowych nawiasow,

z ktorych otwierajacy wystepuje bezposrednio po danym kwantyfikatorze.

Definicja. Zmienna zdaniowa z nazywa si¢ zmienna wolna wtedy i tylko wtedy, gdy nie

wystepuje w zasiegu zadnego kwantyfikatora, ktory odnosi sie do zmiennej x.

Definicja. Zmienna zdaniowa x nazywa sie zmienna zwigzana przez dany kwantyfikator
wtedy i tylko wtedy, gdy kwantyfikator odnosi sie do zmiennej x, zmienna x wystepuje w

zasiegu tego kwantyfikatora i jest w tym zasiegu zmienng wolna.



Umowa. Opuszczamy nawiasy w ciagu kilku wystepujacych po sobie kwantyfikatorow oraz

w prostych funkcjach zdaniowych wystepujacych bezposrednio po kwantyfikatorze.

Reguta podstawiania:

Jesli P jest prawem rachunku zdan, to podstawiajac w P za zmienne zdaniowe dowolne
funkcje zdaniowe lub zdania zbudowane z funkcji zdaniowych za pomoca funktoréw zda-
niotwérezych i kwantyfikator6w otrzymuje sie funkcje zdaniowa lub zdanie prawdziwe (w

odpowiednim zbiorze).

Przyklad. WeZzmy nastepujace prawo rachunku zdan:

P:(p=q) = (~pVyq).

Podstawmy:
p: N\el,y) oraz q:\/v(z,y).

Otrzymujemy:
P* (/\ oz, y) = \/¢(w,y)) = (N N\ oz y) v \/w(%y)) :

Wybrane prawa rachunku kwantyfikatoréw:

Niech ¢ i 9 beda funkcjami zdaniowymi jednej zmiennej. Niech x bedzie zmienna zdanio-

wa, ktorej zakresem jest zbior X. Mamy

N #(2) = ely), veX,

zeX

N\ e@) = \/ o),

zeX reX

oly) =\ ¢lx), yeX,



e prawa De Morgana dla kwantyfikatorow

~ (/\ @(fﬂ)) < (\/ NsO(:v)),
~ <\/ @(I)) < (/\ Nw(fv)>,

e prawa wilaczania-wytaczania dla kwantyfikatorow

é{(@(ff)\/@/)) & é{s@(x)\/q/) :
\Eé(so(x) V) & \E/Xgo(x) vl
x/eé((w(fc) AY) & xé( o) A |,
w\g{((s&(ﬂs) AY) & I\E{( o) A |,
/;(90(90) =) & \6490@) =1 |,
\G/X(SO(iU) = 1) & /E\XQO(:U) = |,
mé((w = p(x) & | = m/; pl@) ) .
r\é{(w = ox) & | v= x\g{( o(z) |,

gdzie 1 jest funkcjg zdaniows, w ktérej zmienna x nie wystepuje jako zmienna wolna,

e prawa rozdzielnosci kwantyfikatorow

(mg(w(x)wu)) & /> @”@“z@( () |,
(\E/X(w(w)wﬂ(x)) = \G{(m)v \G/sz) ,
<I\E{{<so<x>w<x>> = x\e{f@”x\e/xw(x) ,
(/E( o(x) vx/€> ¢<x>> = (/}( (p(a) V(@) |,
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e prawa przestawiania dla kwantyfikatoréw

WA w(mﬁ) s A Ne@y |,
V'V w(x,y)> sV Vewy |,
VA w(fc,y)> = A Ve,

gdzie ¢ jest teraz funkca zdaniowa dwu zmiennych, a y jest zmienng zdaniowa,

ktorej zakresem jest zbior Y.

Dowody powyzszych praw nie sg trudne. Udowodnijmy dla przyktadu prawo:

N #(@) = ely), yeX.

Niech a bedzie dowolnym elementem zbioru X. Gdyby zdanie A ¢(z) = ¢(a) byto fal-
zeX

szywe, to wtedy ¢(a) bytoby zdaniem falszywym i A ¢(z) bytoby zdaniem prawdziwym.
zeX
Ale A ¢(x) jest zdaniem prawdziwym tylko wtedy, gdy dla kazdego b € X zdanie ¢(b)

rzeX
jest prawdziwe. Otrzymaliby$my sprzecznos$é¢ z zatozeniem, ze zdanie p(a) jest falszywe.

A wiec kazdy element a € X spetnia powyzsza funkcje zdaniows, czyli jest ona prawem
rachunku kwantyfikatorow.
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2. Elementy teorii zbioréw

Zbior oraz relacja nalezenia do zbioru sg w teorii zbioréw pojeciami pierwotnymi, tzn.,
takimi, ktorych sie nie definiuje.

Przedmioty, ktore naleza do danego zbioru nazywa si¢ jego elementami. Zbiory oznacza
sie duzymi literami, za$ elementy zbioru matymi. Fakt, ze a jest elementem zbioru A

zapisuje sie symbolicznie
a € A.

i czyta sie ,a nalezy do A”. W przypadku wystepowania kilku elementéw nalezacych do
tego samego zbioru czesto pisze sie a,b,c € A, zamiast a € A, b € A, ¢ € A. Symbol

a ¢ A oznacza, ze element a nie nalezy do zbioru A. Mamy

a¢ Ae ~(acA).

Sposoby okreslania zbioréw:
e zbiér mozna okresli¢ wprost poprzez podanie wszystkich jego elementéw, np. {1, 2, 3},

e zbioér mozna okresli¢ poprzez podanie kilku jego elementéw, o ile na tej podstawie

znana jest reguta klasyfikujaca elementy tego zbioru, np. {1,4,7,10,...},

e zbior mozna okresli¢ poprzez podanie wtasnosci, ktérg musi posiada¢ element, zeby

naleze¢ do zbioru, np. {z : x € NAxz < 7}. Jest to tzw. opis zbioru.

Uwaga. Kolejnos¢ elementéw w definicji zbioru oraz powtarzanie sie elementéw nie maja
znaczenia. Istotne jest tylko to, czy element nalezy do zbioru czy tez nie. Np. {1,2,3} =

{3,1,2} ={1,3,2,1,3}.
Zbiory liczbowe:

e zbiér liczb naturalnych

N={1,2,...}.

No = {0,1,2,...},

12



e zbior liczb catkowitych

Z=A{0,1,-1,2,-2,...},
e zbior liczb wymiernych
p
Q= {5 :p,qEZAq#O},

e zbior liczb rzeczywistych

e zbior liczb zespolonych

Definicja. Zbiorem pustym nazywa sie zbior, do ktérego nie nalezy zaden element. Zbior

ten oznacza sie symbolem ().

Definicja. Dwa zbiory A i B sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy majg te same elementy,

tzn.
A:B(:)/\(:UEA(:):L‘GB).

Definicja. Zbiér A jest podzbiorem zbioru B wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element
zbioru A jest réwniez elementem zbioru B. Mowi sie tez wtedy inaczej, ze zbior A zawiera

sie w zbiorze B. Oznaczenie: A C B. Zatem

ACBe \weA=zeB)

Symbol C nazywa sie znakiem inkluzji. Jezeli A nie jest podzbiorem zbioru B, to pisze

sie A Z B. Jezeli A C B oraz A # B, to zbiér A nazywa si¢ podzbidr wlasciwy zbioru B.

Definicja. Zbiér wszystkich podzbioréw zbioru A nazywa sie zbior potegowy zbioru A i

oznacza sie przez P(A) lub 24.

Twierdzenie. (Wlasnoéci inkluzji) Niech A, B, C' beda dowolnymi zbiorami. Wtedy
hcCA,
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2) AC A,

3)(ACBABCC)= ACC,
1) (ACBABCA)= A=DB,
5) A%#B= (A¢ BV B¢ A)

Definicja. Sumg zbioréw A i B nazywa si¢ zbior tych wszystkich elementéw, ktore naleza

do zbioru A lub naleza do zbioru B i zadnych innych, tzn.
r€(AUB) < (x € AVz e B).

Sume AU B zbioréw A i B przedstawia nastepujacy rysunek:

Twierdzenie. (Wlasno$ci sumy zbioréw) Niech A, B, C, D beda dowolnymi zbiorami.
Wtedy

1) AUB = BUA,

2) AUD = A,

3) AUA=A,

4) AU(BUC)=(AuB)UC,

5) AC AUB,

6)  ACCABCC)=AUBCC,
N(ACBANCCD)=AUCCBUD,
8) ACB«< AUB=B.

Dowéd. Dowody punktéw 1)-7) sa tatwe. Udowodnijmy punkt 8). Zatézmy, ze A C B.
Poniewaz jednoczesnie B C B, wiec z punktéw 6) i 3) otrzymujemy AU B C B. Ale
B C AU B na mocy punktéow 1) i 5). Na mocy punktu 4) poprzedniego twierdzenia
dostajemy zadana rownosé. Zatézmy teraz, ze AUB = B. Stad i z punktu 5) otrzymujemy
ACB. O

Definicja. Iloczynem zbiorow A i B nazywa sie zbiér tych wszystkich elementow, ktore

nalezg do zbioru A i nalezg do zbioru B i zadnych innych, tzn.

re(ANB)< (xe€ ANz € B).
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lNoczyn AN B zbioréw A i B przedstawia nastepujacy rysunek:

ANB

Definicja. Zbiory A i B sg rozlgczne, jezeli nie majg elementéw wspélnych, tzn. ANB = ().

Twierdzenie. (Wlasnosci iloczynu zbioréw) Niech A, B, C, D beda dowolnymi zbio-
rami. Wtedy

10) (ANB)UB = B,
11) AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQO),
12) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Dowéd. Dowody punktow 1)-7) sa tatwe.

8) Zatézmy, ze A C B. Poniewaz jednoczesnie A C A, wiec A C AN B na mocy
punktéw 3) i 6). Stad i z punktu 5) dostajemy AN B = A. Zalézmy teraz, ze AN B = A.
Na mocy punktéw 1) i 5) otrzymujemy A C B.

9) Na mocu punktu 8) réwnos$¢ 9) jest réwnowazna inkluzji A C A U B, ktéra jest
zawsze spelniona (zobacz wtasnosci sumy zbioréw).

10) Podobny.

11) Zatézmy, z2e + € AN(BUC). Zatem v € Aix € BUC. Stad z € Aix
jest elementem co najmniej jednego ze zbioréw B,C. Jezeli x € B, to x € AN B, czyli
r € (ANB)U(ANC). Podobnie, jezeli z € C, tox € ANC, czyliz € (ANB)U(ANC).

W konsekwencji,

AN(BUC)C(ANB)U(ANC).
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Zatézmy teraz, ze x € (AN B) U (AN C). Wynika stad, ze x jest elementem co najmniej
jednego ze sktadnikéw tej sumy. Jezeli v € ANB,tox € Aix € B. Stad x € A i
r € BUC, awiecz € AN (BUC). Podobnie, jezeli z € ANC,tox € Aix e C, skad
re€Aize BUC, czyliz e AN (BUC). Zatem

(ANB)U(ANC)C AN (BUC).

7 dwoch powyzszych inkluzji otrzymujemy zadang réwnosé.
12) Podobny. O

Definicja. Réznicg zbioréw A i B nazywa si¢ zbior tych wszystkich elementéw, ktoére

nalezg do zbioru A i nie nalezg do zbioru B i zadnych innych, tzn.
re(A\B) < (re ANz ¢ B).

Roéznice A\ B zbioréw A i B przedstawia nastepujacy rysunek:

Twierdzenie. (Wtlasnosci réznicy zbioréw) Niech A, B,C, D beda dowolnymi zbio-

rami. Wtedy

1) A\B C A,
2) (ACBACCD)= A\D C B\C,
3) C C D= A\D C A\C,
4) ACB< A\B =10,
5) A\(BUC) = (4\B) N (4\C),
6) A\(BNC) = (A\B) U(A\C),
7) AU (B\A) = AU B,
8) ACB= AU (B\A) = B,
9) A\(A\B) = AN B,

10) A\(BUC) = (A\B)\C.
Dowéd. Dowody wszystkich punktow tego twierdzenia przeprowadza sie podobnie. Udo-
wodnijmy dla przyktadu punkty 2) i 5).

2) Zatézmy, 7e AC BiC CD.Jedlix € AA\D,toxr € Aixz ¢ D.Stadz € Biz ¢ C.
Zatem x € B\C.
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5) Zauwazmy, ze x € A\(B U C) wtedy i tylko wtedy, gdy z € Aix ¢ BUC. Ale
r ¢ BUC wtedy i tylko wtedy, gdy x ¢ Bix ¢ C. Warunek x € Aixz ¢ Biax ¢ C jest
réwnowazny warunkowi x € A\B iz € A\C, ktory z kolei jest réwnowazny warunkowi
z € (A\B) N (A\C) co dowodzi punktu 5). O

Uwaga. W zastosowaniach teorii zbioréw rozwaza si¢ przewaznie tylko takie zbiory, ktore
sg podzbiorami pewnego ustalonego zbioru zwanego przestrzenia. Przestrzen oznacza sie

na ogot symbolem X.

Definicja. Niech X bedzie ustalona przestrzenia. Dopelnieniem zbioru A C X w prze-
strzeni X nazywa sie zbior X\ A i oznacza przez A, czyli A’ = X\ A. Mamy

reAdere(X\A)erdé¢A

Dopelnienie A’ zbioru A w przestrzeni X przedstawia nastepujacy rysunek:

X

Twierdzenie. (WtasnoSci przestrzeni i dopelnienia zbioru) Niech A, B beda do-

wolnymi podzbiorami przestrzeni X. Wtedy

1) XNA=A4,

2) XUA=X,

3) X'=0,

4H 0 =X,

5) AUA = X,

6) AN A =0,

7) (A = A,

8) ACB& B C A,
)
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Dowdéd. Dowody punktéw 1)-8) sa tatwe. Dla dowodu punktéw 9) i 10) wystarczy we
wtlasnosciach 5) i 6) réznicy zbioréw podstawié¢ za A przestrzen X, za B zbior A i za C
zbior B i zastosowaé definicje dopelnienia zbioru.

11) Zauwazmy, ze x € A\B wtedy i tylko wtedy, gdy x € Aix ¢ B, czyligdy x € A
iz € B, cojest rbwnowazne x € AN B'.

12) Wynika z punktéw 11), 7) i1 9).

13) Wynika z wtasnosci 4) réznicy zbioréw oraz z punktu 11).

14) Wynika punktéw 13), 10), 7) i 4). O

Niech X # () bedzie dowolng przestrzenig i niech P(X) bedzie rodzina wszystkich
podzbioréw przestrzeni X. Niech T' # () bedzie dowolnym zbiorem.

Definicja. Funkcja f : T' — P(X) nazywa sie indeksowana rodzina zbioréw (lub inaczej

indeksowana rodzina podzbioréw przestrzeni X).

Uwaga. Zamiast f(t) pisze sie Ay, gdzie A; C X dla kazdego t € T'. Indeksowana rodzine

zbioréw oznacza si¢ symbolem (A;),cr.

Definicja. Niech (A;),., bedzie dowolng indeksowang rodzing podzbioréw przestrzeni X.

Sumg zbiorow A, gdzie t € T, nazywa si¢ zbiér | J A;, dla ktérego spelniony jest warunek

teT
teT teT

Definicja. Niech (A4;),.; bedzie dowolng indeksowang rodzing podzbioréw przestrzeni

X. lloczynem zbioréw A, gdzie t € T, nazywa sie zbiér [ A, dla ktérego spetniony jest
teT
warunek

teT teT

Uwaga.
1. Jesi T = {1,2,...,n}, to

UAt:AluAQU---UAn

teT

oraz

ﬂAt:AmAm---mAn.

teT
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o0 o0
2. Jesli T =N, to zamiast |J A; pisze sie |J A, oraz zamiast ()| A; pisze sie [ A,.
teT n=1 teT n=1

Uwaga. Sumy i iloczyny indeksowanej rodziny zbioréw nazywa sie tez sumy i iloczyny

uogolnione zbiorow.

Twierdzenie. (Wlasnoéci sum i iloczynéw uogélnionych) Niech A bedzie dowolnym

zbiorem oraz niech (Ay),cp 1 (By),er beda dowolnymi indeksowanymi rodzinami zbioréw.
Wtedy

b A (acya)

teT teT
2) /\ (mAt g At>7
teT \teT
3) (/\ AtCA) - (UAtgA>,
teT teT
4) (/\ AgAt) = (Ag ﬂAt>,
teT teT
teT teT
6) AN UJA = U(ANA),
teT teT
7) AU NA = N(AUA),
teT teT
8) AN N A= N(AN A,
teT teT
9) (/\ At Q Bt) = <UAt g UBt>7
teT teT teT
teT teT teT
11) AU UB = U (AU By,
teT teT tel
12) NAN OB =N (AN By,
teT teT tel
13) U(Atht) g UAtm UBt7
teT tel teT
14) N AU NB. C N(AUB,),
teT teT teT
15) AU Ar = N (A\Ay),
teT teT
16) A\ A; = U (A\A)).
teT teT

Dowéd. Dowody wszystkich punktéw tego twierdzenia przeprowadza si¢ podobnie. Udo-

wodnijmy dla przyktadu punkt 11). Zauwazmy, ze x € |J A; U |J B; wtedy i tylko wtedy,
teT teT

gdy x € |JA; lub 2z € |JBy, czyli gdy « € A, dla pewnego t; € T lub = € By, dla
teT teT
pewnego ty € T, co jest rownowazne x € |J (A, U B;). O
teT

Definicja. Parg uporzedkowang (x,y) nazywa sie zbiér {z,{z,y}}. Element z nazywa

sie poprzednik pary (x,y), za$ element y nazywa sie nastepnik tej pary. Rownos$¢ par
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uporzadkowanych okresla si¢ nastepujaco:

(r,y) = (w,2) & (r=wAy=2).

Definicja. lloczynem kartezjanskim zbiorow X 1Y nazywa sie zbior

XxY={(z,y):xe XANyeY}

Uwaga. lloczyn kartezjanski nie jest przemienny, tzn. na ogot X x Y #Y x X.
Definicja. lloczynem kartezjanskim zbioréw X1, Xs, ..., X,, nazywa si¢ zbior
X1 XXQ X XXn:{(l'l,iL’Q,...,l'n):iUl EXl/\l'Q EXQ/\"'/\[IZ’n GXn}

Jesli Xy = Xy =+ = X, to iloczyn kartezjanski X x X x ---x X nazywa sie n-tqg potegq

kartezjanskq zbioru X i oznacza si¢ przez X™.

Przyktad. RXxR x -+ x R=R" = {(z1,29,...,2,) :x1 ERAzs e RA--- Az, € R}.
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3. Relacje

Definicja. Relacjg dwucztonowg R okreslona w iloczynie kartezjanskim X x Y nazywa

sie dowolny podzbior tego iloczynu, tzn.
RCXxY.

Jezeli (x,y) € R, to méwi sie, ze x jest w relacji R z y 1 pisze sie xRy.

Definicja. Niech R C X x Y. Zbiér

D(R) = {xeX: \/ $Ry}

yey

nazywa sie dziedzina relacji R, a zbior

P(R) = {yGY: \/ :L'Ry}

rzeX

nazywa sie przeciwdziedzina relacji R. Zbiér D(R) U P(R) nazywa sie pole relacji R.

Definicja. Relacjg odwrotng do relacji R € X X Y nazywa sie zbior

R ={(y,): yRa}.
Definicja. Niech R C D(R)x P(R)iS C D(S) x P(S), gdzie D(S) C P(R). Zilozeniem
relacji R 1 S nazywa sie relacje So R C D(R) x P(S) spetniajaca warunek

r(SoR)z & \/ TRy N ySx.
yeD(S)

Uwaga. Ztozenie relacji nie jest przemienne, tzn. na ogot So R # Ro S.

Twierdzenie. Niech R; C D(R1)x P(R1), Ra € D(R2)x P(R3)iR3 C D(R3)x P(R3),
gdzie D(R2) C P(R,) oraz D(R3) C P(R.). Wtedy

Rg o} (RQ (¢] Rl) = (Rg O Rg) O Rl-

Dowéd. Zatézmy, ze x(R3 o (R0 Ry))z. Istnieje y takie, ze x(Rq 0 Ry)y 1 yRaz. Stad
istnieje t takie, ze R4t i tRoy. Poniewaz tRoy 1 yR3z, wiec t(R3 0 Re)z. Stad i z R4t
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wynika, ze 2((R3 0 Ra) o Ry)z. Zatem

R30(Ra0Ry) C (R30Rs)oRy.
Dowdd inkluzji w druga strone jest analogiczny. Stad otrzymujemy rownosé. O
Twierdzenie. Niech R C D(R)x P(R)iS C D(S) x P(S), gdzie D(S) C P(R). Wtedy

(SoR)'=R 108"

Dowéd. Niech z(S o R)712. Stad z(S o R)x oraz istnieje y takie, ze 2Ry i ySx. Zatem
xSy i yR71z, czyli 2(R™1 0 S71)z. Stad

(So R)_l CR oS
Dowod inkluzji w drugg strone jest analogiczny. Zatem dostajemy réwnosé. [

Najczesciej rozpatruje sie relacje R, w ktéorych X = Y, czyli R € X?2. Méwi sie
wowcezas, ze relacja R jest okreslona w zbiorze X. Wérod wielu takich relacji szczegolna

role odgrywaja relacje o nastepujacych wlasnosciach:

e zwrotnosé

/\ rRez,

zeX

e symetrycznosc
A N\ @Ry = yRa),
rzeX yeX
e antysymetrycznosc
/\ /\ [(zRy AN yRx) = = =y,
zeX yeX
e przechodnio$é

/\ /\ /\ [(xRy NyRz) = xRz,

zeX yeX zeX
® Spojnosé

/\ /\ (xRy V yRz).

reX yeX
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Twierdzenie. Relacja R C X? jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy

R CR L

Dowdd. Zatézmy, ze R jest symetryczna i niech xRy. Z symetrycznosci mamy yRz, czyli
rR1y. Stad R C R~L.
Zatézmy teraz, ze R C R~! i niech 2Ry. Stad 2Ry, czyli yRx. Zatem relacja R

jest symetryczna. [

Twierdzenie. Relacja R C X? jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy

RoR CR.

Dowdéd. Zatézmy, ze R jest przechodnia i niech z(R o R)z. Istnieje y takie, ze 2Ry i
yRz. 7 przechodniosci mamy xRz, czyli Ro R C R.

Zatézmy teraz, ze R o R C R iniech 2Ry i yRz. Wtedy (R o R)z. Stad 2Rz, czyli
R jest przechodnia. [

Definicja. Relacja R C X? nazywa sie relacja réwnowaznosci, jesli jest zwrotna, syme-

tryczna i przechodnia.

Definicja. Klasqg rownowaznosci elementu a € X wzgledem relacji réwnowaznosci R,
oznaczang [a|gr, nazywa sie zbior wszystkich elementow zbioru X, ktére sa w relacji R z

elementem a. Zatem
[alr = {z € X : 2Ra}.

Element a nazywa sie reprezentant klasy réwnowaznosci [a]x.

Twierdzenie. Niech R C X? bedzie relacja réwnowaznosci. Wtedy

D U lde =X,
2) jezeli aRb, to [alr = [b]r,

3) jezeli ~ (aRD), to [a]gr N [b]r = 0.
Dowdéd. Latwy. [

Definicja. Zbiorem ilorazowym X /R relacji réwnowaznosci R nazywa sie zbior wszystkich

klas réwnowaznosci relacji ‘R, tzn.
X/R={lalr :a € X}.

Definicja. Relacja R C X? nazywa sie relacja czesciowego porzqdku w zbiorze X, jedli

jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia.
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Definicja. Jedli relacja czesciowego porzadku w zbiorze X jest dodatkowo spodjna, to

nazywa sie relacja lintowego porzqdku w zbiorze X.

Definicja. Zbiorem czesciowo uporzgdkowanym nazywa sie pare (X, R), gdzie R jest

relacja czesciowego porzadku w zbiorze X.

Definicja. Zbiorem liniowo uporzqdkowanym nazywa sie pare (X, R), gdzie R jest relacja

liniowego porzadku w zbiorze X.

Definicja. Niech (X,R) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym. Element a € X

nazywa sie:

e maksymalny w zbiorze (X, R), jesli

/\ (aRx = x = a),

rzeX
e minimalny w zbiorze (X, R), jesli

/\ (xRa = x = a),

rzeX

e najwickszy w zbiorze (X, R), jesli

/\ rRa,

reX

e najmniejszy w zbiorze (X, R), jesli

/\ aRzx.

zeX

Twierdzenie.

1) W zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym istnieje co najwyzej jeden element najwiekszy i
co najwyzej jeden element najmniejszy.

2) Element najwickszy w zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym jest jedynym elementem
maksymalnym w tym zbiorze.

3) Element najmniejszy w zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest jedynym elementem

minimalnym w tym zbiorze.
Dowéd. Niech (X, R) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym.

1) Niech a € X bedzie dowolnym elementem. Jasne jest, ze £Ra nie musi zachodzi¢ dla

kazdego = € X, czyli element najwiekszy moze nie istnie¢ w zbiorze X. Zatézmy, ze w X
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istnieje element najwiekszy a. Wtedy

/\ rRa,

reX

Niech b € X bedzie rowniez elementem najwiekszym w zbiorze X. Wtedy

/\ TRb.

zeX

Stad mamy aRb i bRa. Z antysymetrycznodci relacji R wynika a = b. Zatem, jezeli w X
istnieje element najwickszy, to istnieje taki element doktadnie jeden. Podobnie pokazuje

sie w przypadku elementu najmniejszego.

2) Zalézmy, ze a € X jest elemenetm najwickszym w zbiorze X. Wtedy
/\ *Ra. (%)
zeX

Wiemy, ze element b € X jest elementem maksymalnym w X, jesli

/\ (bRx = = =b). (xx)

reX
Z (x¥) mamy bRa. Na mocy (**) wynika stad a = b.

3) Pokazuje si¢ podobnie jak punkt 2). [

Definicja. Laricuchem w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, R) nazywa sie kazdy

niepusty podzbior Y C X taki, ze (Y, R NY?) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym.

Uwaga. Jezeli L(X) jest zbiorem wszystkich tancuchéw w zbiorze czesciowo uporzadko-

wanym (X, R), to (L£(X), C) jest réwniez zbiorem czesciowo uporzadkowanym.

Definicja. fancuchem maksymalnym w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, R) na-
zywa sie element maksymalny w zbiorze (L£L(X), C), tzn. taki tanicuch, ktory nie jest wta-

Sciwym podzbiorem zadnego innego tancucha.

Definicja. Niech (X,R) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym i niech A C X.

Element g € X nazywa sie ograniczenie gorne zbioru A, jesli spetniony jest warunek

/\ aRg.

acA

Ponadto, jesli zbior ograniczen gérnych zbioru A ma element najmniejszy, to element ten

nazywa sie kres gorny zbioru A i oznacza sie przez sup(A).
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Definicja. Niech (X,R) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym i niech A C X.

Element d € X nazywa sie ograniczenie dolne zbioru A, jesli spetniony jest warunek

/\ dRa.

Ponadto, jesli zbior ograniczen dolnych zbioru A ma element najwiekszy, to element ten

nazywa sie kres dolny zbioru A i oznacza si¢ przez inf(A).
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4. Funkcje

Definicja. Relacja f C X x Y nazywa si¢ funkcja odwzorowujaca zbiér X w zbior Y,
jesli

DAV zfy,

zeX yey

2) A AN A (zfy Axfyr =1 =)

zeX y1€Y y2€Y
Tradycyjnie, zamiast pisa¢ x fy pisze sie y = f(x). Element z nazywa sie argument funkcji

f, za$ element y nazywa sie warto$¢ funkcji dla argumentu x.

Definicja. Zbiory D(f) = X oraz P(f) C Y nazywaja sie odpowiednio dziedzina i

przeciwdziedzina funkeji f.
Uwaga. Funkcje odwzorowujacg zbior X w zbior Y oznacza sie symbolem f: X — Y.

Definicja. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y oraz zbiéor A C X. Zbior

f(A)Z{yEY:\/ yzf(x)}Z{f(fU)ifvéA}

€A

nazywa sie obraz zbioru A poprzez funkcje f.

Definicja. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y oraz zbior B C Y. Zbiér

fU(B) = {:v eX:\/ fla)= y}

nazywa si¢ przeciwobraz zbioru B poprzez funkcje f.

Twierdzenie. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y oraz zbiory A, As C X. Wtedy

1) f(A1UAy) = f(A1) U f(A),
2) f(A1 N Ag) C f(A) N f(Ag),
3) f(AD\f(A2) C f(A1\Ag).

Dowdd. 1) Jesli y € f(A; U Ay), to istnieje x € A; U A, takie, ze y = f(x). Poniewaz x €
A1 U Ay, wiecx € A lub z € Ay. Stad y € f(Ay) luby € f(A2), czyliy € f(A1) U f(Ag).
Zatem f(A; U Ag) C (A1) U f(As). Dowdd inkluzji w druga strone jest podobny.

2) Jesliy € f(A1NAy), to istnieje x € A;N A, takie, ze y = f(x). Poniewaz x € AN Ay,
wiec x € Ayix € Ay. Stad y € f(Ar) iy € f(Ag), czyliy € f(A1) N f(Ag).

3) Zatézmy, ze y € f(A1)\f(A2). Wtedy y € f(A1) iy ¢ f(As). Stad wynika, ze
istnieje © € A; takie, ze x ¢ Ay iy = f(x). Zatem x € A1\ Ay, czyliy € f(A1\Az). O
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Uwaga. W punktach 2) i 3) powyzszego twierdzenia inkluzja nie moze by¢ zastapiona
roéwnoscia, co pokazuje przyktad funkcji f : R — R takiej, ze f(z) = 2% oraz A; = [—1,0],
Ay =10, 1]. Wtedy

f(A N Az) = f({0}) = {0} # f(A1) N f(Az) = [0,1]

oraz

FIADNf(A2) = 0 # f(A\A2) = f([-1,0)) = (0,1].

Twierdzenie. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y oraz zbiory By, By CY. Wtedy

1) f7H(B1UBy) = f~1(B1) U f(Ba),
2) fFHBINBy) C f7H(B1) N fH(By),
3) fTH(BI\By) = fH(B)\f(Ba).

Dowéd. bLatwy. O

Definicja. Niech dane beda dwie funkcje f : X - Y ig:Y — Z. ZloZeniem funkcji f i
g nazywa sie funkcje go f : X — Z taka, ze

A (g0 (@) = g(f(2)).

d
rzeX f

Definicja. Funkcja f : X — Y nazywa sie roznowartosciowa, jesli

N N\ F@) = fe) = o = 29).

r1€EX 32X

Uwaga. Powyzszy warunek jest rownowazny warunkowi

/\ /\ (x1 # 22 = f(21) # f(22)).

r1€X wz2€X

Twierdzenie. Jezeli relacja f jest funkcja réznowartoéciowa, to relacja f=! jest réwniez

funkcja réznowartosciows.

Dowdéd. Latwy. [

Uwaga. Funkcja f~! nazywa sie funkcja odwrotna do funkcji f. Jesli f : X — Y i
P(f) CY jest przeciwdziedzing funkcji f, to f~': P(f) — X.
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Definicja. Funkcja f : X — Y nazywa sie funkcja zbioru X na zbior Y (krétko funkcja

sna’), jesli

AV v=r@)

yeY zeX

Uwaga. Jedli funkcja f: X — Y jest ,na”, to P(f) = Y. Dla oznaczenia funkcji ,na”
pisze sie tez czasem f: X 2.
Twierdzenie. Niech f: X - Y ig:Y — Z beda dowolnymi funkcjami. Wtedy

1) jezeli f i g sa funkcjami ,na”, to go f: X — Z jest ,na”,

2) jezeli f i g sa réznowartosciowe, to go f : X — Z jest roznowartosciowa.

Dowéd. 1) Zatézmy, ze funkcje f i g sa ,na”. Niech z € Z. Istnieje wéwcezas y € Y takie,
ze z = g(y). Jednoczesnie istnieje x € X takie, ze y = f(x). Stad z = g(y) = g(f(z)) =
(g o f)(x). Zatem funkcja g o f jest ,na”.

2) Zat6zmy, ze funkcje f i g sa réznowartosciowe. Jezeli dla x1,z5 € X speliony

jest warunek x; # o, to f(z1) # f(z2). Stad g(f(z1)) # g(f(22)), czyli (g0 f)(z1) #
(go f)(xs). Zatem g o f jest funkcja réznowartosciows. [

Definicja. Funkcja nazywa sie bijekcja (funkcja wzajemnie jednoznaczna), jesli jest roz-

nowartos$ciowa i ,na’”.

Definicja. Niech f : X — Y bedzie funkcjg i niech A C X. Obcieciem funkcji f do zbioru
A nazywa sie funkcje f|A taka, ze

(f|A)(z) = f(x) dla x € A.

Definicja. Funkcjq identycznosciowq (identycznoscig) na zbiorze X nazywa sie funkcje
1dx + X — X taka, ze

idx(z) =z dla kazdego = € X.
Definicja. Funkcje f : X — Y nazywa si¢ funkcjq stalq, jesli istnieje element y, € Y
taki, ze

f(z) =yo dla kazdego = € X.

Uwaga. Funkcje nazywa si¢ tez inaczej odwzorowanie lub przeksztatcenie.
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5. Teoria mocy zbioréow

Definicja. Zbiory X i Y nazywa si¢ réwnoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja

zbioru X na zbiér Y.

Przyktlady.

1. Zbior liczb naturalnych jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych parzystych. Wy-
starczy zauwazy¢, ze funkcja f(n) = 2n jest réznowartosciowa i odwzorowuje zbior liczb
naturalnych na zbiér liczb naturalnych parzystych.

2. Przedziat (0,1) jest réwnoliczny z przedzialem (1, +o00). Funkcja f(z) = 1 jest bijekcja
przedziatu (0, 1) na przedziat (1, 400).

3. Przedzial (—g, g) jest réwnoliczny ze zbiorem R. Wystarczy zauwazy¢, ze funkcja

x) = tg(x) jest roznowartosciowa i odwzorowuje przedziat (—Z, %) na zbiér R.
g(r) ] y )

Uwaga. Jezeli zbiory X i Y sg rownoliczne, to pisze sie X ~ Y.

Twierdzenie. Niech XY, 7 beda dowolnymi zbiorami. Wtedy

1) X ~X,

)X ~Y = YV ~X|

N X~YANY~Z = X ~Z7.
Dowdéd. 1) Poniewaz odwzorowanie identycznosciowe idy : X — X jest r6znowartosciowe
i ,na”, wiec X ~ X.

2) Zalézmy, ze X ~ Y. Zatem istnieje funkcja f : X — Y réznowartodciowa i ,na”.
Wtedy funkcja odwrotna f~! : Y — X jest réwniez roznowartosciowa i ,na”. Stad Y ~ X.

3) Zatézmy, ze X ~ Y 1Y ~ Z. Istnieja zatem funkcje f : X - Yig:Y — Z
roznowartosciowe i ,na”. Stad funkcja go f : X — Z jest réznowartosciowa i ,na’. Zatem
X~Z O

Whiosek. Relacja rownolicznosci zbioréw jest relacja réwnowaznosci.

Definicja. Zbiorem nieskonczonym nazywa sie zbidr rownoliczny ze swoim podzbiorem

wlasciwym.
Whniosek. Zbiory N i R sa nieskonczone.

Definicja. Zbiorem przeliczalnym nazywa sie zbiér skonczony lub rownoliczny ze zbiorem

liczb naturalnych N.
Whniosek. Zbior liczb naturalnych parzystych jest przeliczalny.
Definicja. Zbiorem nieprzeliczalnym nazywa sie zbior, ktory nie jest przeliczalny.
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Twierdzenie. (O zbiorze przeliczalnym) Zbiér A # () jest przeliczalny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest on zbiorem wyrazéw pewnego ciggu nieskonczonego, czyli wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje funkcja odwzorowujaca zbior N na zbior A.

Dowéd. Zalézmy, ze A # () jest zbiorem przeliczalnym. Jezeli A jest zbiorem skori-
czonym {ay,...,an,}, to jest zbiorem wyrazéow ciagu nieskonczonego (by,)nen okreslonego
nastepujaco: b, = a, dlan = 1,... mib, = a, dlan > m. Jezeli A jest zbiorem
przeliczalnym nieskonczonym, to jest rownoliczny z N. Z definicji réwnolicznos$ci istnieje
funkcja f : N — A przeksztalcajaca zbiér N na A, a zatem A jest zbiorem wyrazéow ciagu
(bn)nen takiego, ze b, = f(n) dlan € N.

Zalozmy teraz, ze A jest zbiorem wyrazéw pewnego ciagu (b, )nen. Jezeli A jest zbiorem
skonczonym, to z definicji jest zbiorem przeliczalnym. Jezeli A jest zbiorem nieskonczo-
nym, to przyjmujac f(1) = by i f(k) réwne pierwszemu wyrazowi ciagu (b, )nen réznemu
od f(k —1i) dla 1 <i < k otrzymujemy funkcje f: N — A réznowartosciowa przeksztal-
cajacg N na A. Zatem zbior A jest réwnoliczny z N, wiec A jest zbiorem przeliczalnym.
O

Twierdzenie. Podzbiér zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczalnym.

Dowéd. Zatézmy, ze A jest zbiorem przeliczalnym i ze B C A. Jezeli B jest zbiorem
skonczonym, to z definicji jest zbiorem przeliczalnym. Jezeli B = A, to oczywiscie B
jest zbiorem przeliczalnym. Zalézmy wiec, ze B jest zbiorem nieskoniczonym i B # A.
Poniewaz A jest zbiorem przeliczalnym, wiec istnieje funkcja f : N — A réznowartosciowa
przeksztatcajaca N na A. Niech g : N — B bedzie funkcja okreslona nastepujaco: g(1) =
f(k1), gdzie k; jest najmniejsza liczba naturalna taka, ze f(k1) € B; g(n) = f(k,) dla
n > 1, gdzie k,, jest najmniejsza liczba naturalna taka, ze k, > k,_1 1 f(k,) € B. Funkcja
g jest roznowartosciowa i przeksztatca N na B. Zatem B jest zbiorem réwnolicznym z N,

a wiec przeliczalnym nieskonczonym. [J

Twierdzenie. Suma dwdch zbioréow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

Dowéd. Przypadek, gdy jeden z danych zbioréw przeliczalnych jest pusty jest oczywisty.
Zatozmy wiec, ze oba zbiory sa niepuste. Niech f : N — A przeksztatca zbior N na zbior
Ainiech g : N — B przeksztatca zbiér N na zbiér B. Zdefiniujmy funkcje h : N — AU B
nastepujaco: h(2n — 1) = f(n) i h(2n) = g(n) dla n € N. Funkcja h przeksztatca zbior N
na zbiér A U B. Zatem, na mocy Twierdzenia o zbiorze przeliczalnym, zbior A U B jest

przeliczalny. [
Whniosek. Suma przeliczalnej ilosci zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.
Uwaga. Dowdd powyzszego faktu dostaje sie przez indukcje.

Twierdzenie. lloczyn kartezjanski dwoch zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczal-

nym.
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Dowdéd. Jezeli jeden ze zbioréw jest pusty, to iloczyn kartezjanski jest zbiorem pustym.
Mozemy wiec zatozy¢, ze oba zbiory sg niepuste. Niech zbiory A i B beda przeliczalne.
Na mocy Twierdzenia o zbiorze przeliczalnym istnieja funkcje ,na” f: N — Aig: N —
B. Zauwazmy, ze wéréd par uporzadkowanych (f(m),g(n)), gdzie m,n € N, wystepuja
wszystkie elementy iloczynu A x B. Ustawmy zbiér par uporzadkowanych (f(m),g(n)),

gdzie m,n € N w nastepujaca tablice nieskonczona:

Zdefiniujmy teraz przeksztatcenie h zbioru N na zbiér wszystkich par (f(m), g(n)),
gdzie m,n € N, nastepujaco:

h(1) = (f(1),9(1))
h(2) = (f(1),9(2))
h(3) = (f(2),9(1))
h(4) = (f(1),9(3))
h(5) = (f(2),9(2))
h(6) = (f(3),9(1))
hT) = (f(1),9(4))

Widzimy, ze kazda para (f(m),g(n)) jest obrazem pewnej liczby naturalnej przy prze-
ksztatceniu h. Stad h odwzorowuje zbiér N na zbiér A x B. Zatem, na mocy Twierdzenia
o zbiorze przeliczalnym, zbiér A x B jest przeliczalny. [

Twierdzenie. Zbior liczb catkowitych Z jest przeliczalny.

Dowéd. Funkcja f(n) = —n przeksztalca wzajemnie jednoznacznie zbiér liczb natural-
nych N na zbior liczb catkowitych ujemnych Z_. Stad zbiér Z_ jest przeliczalny oraz
Z = NgUZ_ jest sumg dwu zbioréow przeliczalnych, wigc jest zbiorem przeliczalnym. U

Twierdzenie. Zbioér liczb wymiernych Q jest przeliczalny.

Dowdd. Poniewaz Q = Z x N jest iloczynem kartezjanskim dwu zbiorow przeliczalnych,

wiec jest zbiorem przeliczalnym. [
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Twierdzenie. Jezeli zbior A jest nieprzeliczalny i A C B, to B jest nieprzeliczalny.
Dowdéd. Wiemy, ze podzbior zbioru przeliczalnego jest przeliczalny. Gdyby wiec B byt
przeliczalny, to i A musiatby by¢ przeliczalny. [

Twierdzenie. Przedzial [0, 1] jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Dowéd. Niech (¢,)nen bedzie dowolnym ciagiem spetniajacym warunek
0 < ¢, <1 dla kazdego n € N.

Oznaczmy przez |ag, by] przedzial [0,1]. Wybierzmy sposréd przedziatow [O, %}, [%, %],
[%, 1] taki, do ktérego nie nalezy c¢; i oznaczmy go przez |aq,b]. Spelione sa wéwczas

warunki

i [Cll, bl] g [O, 1] = [ao,bo].

W

C1 ¢ [al,bﬂ, by —ay =

Podobnie postepujac z przedziatem [aq, b1] wyznaczamy przedzial [ag, by] spelniajacy wa-

runki

1.
Co & [ag, bo], by —ag = 3 i [ag,bo] C [ay, by].

Ogolnie, majac juz okreslony przedziat [a,_1,b,_1], n > 2, taki, ze

Cp—1 ¢ [anfly bn71]7 bnfl — OQp—1 = 1 [anfla bnfl] - [anf% bn72]

3n—1

wyznaczamy, kontynuujac to postepowanie, przedzial [a,, b,| spelniajacy warunki

1
Cn ¢ [ana bn]a bn — Qp = 3_n 1 [&n, bn] C [anflabnfl]- (*)

W ten sposéb okreslamy ciag przedziatéw ([a,, by))nen spelniajacy warunki (x) dla kazdego

n > 1. Z (x) wynika, ze dla kazdego n € N zachodza nieréwnosci
0<an<an+1<bn+1<bn<1.

Ciagl (an)nen 1 (bn)nen sa wigc monotoniczne i ograniczone, a zatem sa zbiezne. Jedno-
czes$nie, na mocy (%), b, — a, = 3% dla kazdego n € N. Stad lim (b, — a,) = 0, czyli
lim a,, = lim b, = ¢, gdzie c jest liczba rzeczywista z przedziatu n[E,Oi] Liczba ¢ nalezy do
ﬁgzoaego znl;fozedzialéw [an, by]; jest wiec rozna od kazdego z ¢,, poniewaz, na mocy (%),
¢n & |an, by] dla kazdego n € N. Poniewaz ciag (¢, )nen jest dowolny, wiec przedzial [0, 1]
nie jest zbiorem wyrazéw zadnego ciggu nieskonczonego. Zatem, na mocy Twierdzenia o

zbiorze przeliczalnym, nie jest on przeliczalny, czyli jest nieprzeliczalny. [
Na mocy dwoéch ostatnich twierdzen otrzymujemy nastepujacy wniosek.
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Whniosek. Zbior liczb rzeczywistych R jest nieprzeliczalny.

Przypomnijmy, ze relacja ~ réwnolicznosci zbiorow jest relacja réwnowaznosci. Stad

mamy nastepujacg definicje.

Definicja. Kazdej klasie réwnowaznosci wzgledem relacji ~ rownolicznosci zbiorow przy-
porzakowuje sie pewien obiekt nazywany liczba kardynalna i oznaczany przez m,n,....
Zatem zbiorom réwnolicznym przyporzadkowuje sie te sama liczbe kardynalng. Nazywa

si¢ ja moc zbioru i oznacza przez | X| lub X.
Uwaga. Moc zbioru skonczonego jest rowna liczbie jego elementdéw.

Dla zbiorow nieskonczonych wprowadza si¢ nowe liczby:

e X (alef zero) — oznacza moc zbioru liczb naturalnych,

e ¢ (continuum) — oznacza moc zbioru liczb rzeczywistych.

Uwaga. Wiemy juz, ze przedzial (—%, %) jest rownoliczny ze zbiorem R. Stad mamy

nastepujacy wniosek.
Whiosek. Przedzial otwarty (—g, %) jest mocy continuuum.

Twierdzenie. Kazdy przedziat otwarty (a,b), gdzie a < b, jest mocy continuum.

Dowéd. Funkcja f: (—3,%Z) — (a,b) dana wzorem

o) =2 (e )

jest funkcja liniowa, wiec réoznowartosciowg i ,na”. Ustala wiec réwnolicznosé tych prze-
dzialow. Zatem, na mocy powyzszego wniosku, przedzial (a,b), gdzie a < b, jest mocy

continuum. [

Wsréd liczb kardynalnych wprowadza sie nastepujaca relacje:
m < n & istnieja zbiory X 1Y takie, ze |[X|=m, [Y|=ni X CY.

Relacja < jest relacja czeSciowego porzadku w zbiorze liczb kardynalnych. Warunek an-

tysymetrii relacji < nosi nazwe Twierdzenia Cantora—Bernsteina. Ponadto mamy

m<n & msn A m#n.

Twierdzenie. (Cantor)

N0<C.
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(bez dowodu)

Twierdzenie. (Cantor)

(X < [PX)].

(bez dowodu)

Whiosek. Istnieje wiec nieskonczenie wiele liczb kardynalnych.

Konstrukcja zbioru liczb naturalnych N

Przyjmujac teorie mnogosci za teorie pierwotna mozna liczby naturalne zdefiniowaé w

nastepujacy sposob:
0= 0]
1= [{0}]
2=[{0,{0}}|
3= [{0.00). {0,001} }
itd.

Wowecezas suma liczb naturalnych odpowiada mocy sumy odpowiednich zbioréw, zas ilo-

czyn — mocy iloczynu kartezjanskiego tych zbioréw.
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6. Indukcja i rekurencja

Zbioér liczb naturalnych mozna tez zdefiniowaé¢ na drodze aksjomatycznej. Elemen-
tarna arytmetyka liczb naturalnych uzywa jezyka, w ktorym oprocz statej 0 wystepuje

jednoargumentowa funkcja s, nazywana nastepnik, i relacja réwnosci.
Aksjomaty Peano liczb naturalnych Nj:
Al. 0 € Np.

A2. Dla kazdego n € Ny istnieje doktadnie jedno s(n) € Ny takie, ze s(n) jest nastepni-

kiem n.
A3. Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby nalezacej do Nj.
A4. Jezeli k= s(n) ik =s(m), ton=m.
Ab5. Zasada indukcji matematycznej: Jezeli A C Ny i

1) 0e A,
2) dla kazdego n € Ny, jesli n € A, to s(n) € A,

tOA:N().

Uwaga. Zamiast symbolu s(n) pisze sie czesto n + 1.

Uwaga. Aksjomat A2 definiuje funkcje jednoargumentowa s okreslona na Ny i nazywa-
na funkcja nastepnika. Aksjomat A3 wyrdznia 0 jako taki element zbioru Ny, ktory nie
jest wartodcig funkcji s. Aksjomat A4 zapewnia, ze funkcja s jest réznowartosciowa, tzn.
roznym liczbom naturalnym przyporzadkowuje rézne nastepniki. Wreszcie aksjomat A5
mowi jak mozna zbudowaé zbidr liczb naturalnych z zera przez sukcesywne zastosowa-
nie funkcji nastepnika: kazda liczba naturalna n jest otrzymana z zera przez n-krotne

wykonanie operacji nastepnika,

Przyktad. Pokazemy, ze kazda liczba postaci n® — n dla n € Ny jest podzielna przez 5.
Niech

A= {n €Ny :n® —n jest podzielna przez 5}

Udowodnimy indukcyjnie, ze A = Ny. Mamy
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1) 0 € A, bo 0°—0 =01 jest podzielna przez 5.
2) Niech n € A. Stad istnieje k € Ny takie, ze n®> —n = 5k. Wtedy (n+1)° — (n + 1) tez

jest podzielna przez 5, bo

(n+1)° = (n+1)=n"+5n* +10n* + 10n* +5n+1—n — 1
= (n® —n) +5(n* +2n® + 2n* + n)
=5(k+n*+2n° + 2n* +n).

Stad n+1 € A. Poniewaz oba zalozenia zasady indukcji matematycznej zostaty spetnione,
wiec mozemy wywnioskowaé, ze A = Ny. Oznacza to, ze dla dowolnej liczby naturalnej n

liczba n® — n jest podzielna przez 5.
Twierdzenie. (Zasada minimum) W kazdym niepustym zbiorze liczb naturalnych ist-
nieje liczba najmniejsza.

Dowéd. Niech A # 0 i A C Ny. Zalézmy, ze A nie ma liczby najmniejszej. Stad w

szczegdlnosei 0 ¢ A. Rozwazmy zbior

B:{neNO: A m¢A}.

m<n

Wykorzystujac zasade indukcji matematycznej pokazemy, ze wtedy B = Nj. Poniewaz
0 ¢ A, wiec z definicji zbioru B wynika, ze 0 € B. Zalézmy, ze n € B. Wtedy m ¢ A dla
kazdego m < n. Gdyby wiec n 4+ 1 € A, to bylby to element najmniejszy w A, co nie jest
mozliwe. Zatem n + 1 ¢ A, a stad n + 1 € B. Poniewaz wykazaliémy, ze oba zalozenia
zasady indukcji sg spelnione, wiec B = Nj. Stad A = ) i dostajemy sprzeczno$é. Zatem

w A istnieje liczba najmniejsza. [
Podamy teraz inne sformutowanie zasady indukcji matematyczne;j.

Definicja. (Zasada indukcji matematycznej) Niech W bedzie pewna wlasnoscia liczb
naturalnych, np. tych ktére naleza do A C Ny. Zapis W (n) oznacza wtedy, ze liczban € Ny

posiada wlasnos¢ W. Jezeli

1) W(0), tzn. 0 ma wlasnos¢ W,
2) dla kazdego n € Ny, jedli W(n), to W(n + 1),

to dla kazdego n, W(n), tzn. kazda liczba naturalna ma wtasnosé¢ W.

Twierdzenie. Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego réwna si¢ 27, czyli
dla dowolnego zbioru X, jesli | X| = n, to |P(X)| = 2™

Dowéd. Oznaczmy przez W zdanie wyrazajace wlasnosé liczb naturalnych taka, ze

W(n) < liczba podzbioréw zbioru n—elementowego réwna sie 2".
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Poniewaz zbiér pusty ma dokladnie jeden podzbidr, wiec jesli | X| = 0, to |P(X)| =
1 = 2. Wynika stad, ze liczba 0 ma wlasnoéé W. Zalézmy, ze wszystkie zbiory k-
elementowe maja wlasnos¢ W, tzn. liczba wszystkich podzbioréw zbioru k-elementowego
réwna sie 2%, Pokazemy, ze zbior (k + 1)-elementowy ma tez wlasnoéé W. Wezmy zbiér
X =A{x1,..., Tk, Tks1}. Rozpatrzmy najpierw podzbiory zbioru X, w ktorych nie wyste-
puje element zj 1. Widzimy, ze sa to wszystkie podzbiory zbioru k-elementowego, wiec jest
ich 2¥ na mocy zalozenia indukcyjnego. Dalej zauwazmy, ze podzbioréw zbioru X, w kto-
rych wystepuje element x4 jest tyle ile podzbioréw zbioru k-elementowego X \{x41} (do
kazdego z tych podzbioréw dolaczamy nastepnie element 1), czyli réwniez 2%, Poniewaz
podzbiory zbioru X albo zawieraja element x;.; albo go nie zawieraja, wiec wszystkich
podzbioréw zbioru X jest 28 + 28 = 2F1 Stad wlasnos¢ W jest prawdziwa dla k + 1.

Zatem, na mocy zasady indukcji, zdanie W (n) jest prawdziwe dla kazdego n € No. [

Czasami zdarza sie, ze zdanie okreslajace wtasnos¢ liczb naturalnych jest prawdziwe
dla wszystkich liczb naturalnych poczynajac od pewnej ustalonej liczby. Zdarza sie tez, ze
chcemy udowodnié twierdzenie dotyczace liczb catkowitych wiekszych od pewnej ustalonej

liczby m. Mamy wtedy nastepujaca posta¢ zasady indukcji matematycznej.

Twierdzenie. Niech m € Z i niech a(n) bedzie zdaniem okreslonym na zbiorze {n € Z :

n > m}. Jesli

1) zdanie a(m) jest prawdziwe,

2) jesli wszystkie zdania a(m), a(m~+1), ..., a(k—1) dla pewnego k > m sa prawdziwe,
to a(k) tez jest zdaniem prawdziwym,
to a(n) jest zdaniem prawdziwym dla dowolnych liczb catkowitych n > m.

Dowdéd. Niech wlasnos¢é W(n) oznacza zdanie a(m + n). Z warunku 1) spelniona jest
wlasnos¢ W (0). Zatézmy, ze spelnione sa wlasnosci W(0),...,W(k — 1), czyli zdania
a(m),a(m +1),...,a(m + k — 1) sa prawdziwe. Zatem, z warunku 2), zdanie a(m +
k) jest prawdziwe. Stad whasnosé W (k) jest spelniona. Pokazalismy, ze jesli wlasnosci
W(0),...,W(k—1) sa spelione dla pewnego k, to wtasnos¢ W (k) jest spelniona. Zatem,
na mocy zasady indukcji, wszystkie wlasnosci W (n) sa spelione, czyli zdania a(n) sa

prawdziwe dla dowolnego n > m. [J

Twierdzenie. (O definiowaniu przez indukcje) Zalézmy, ze A jest dowolnym niepu-
stym zbiorem. Jesli ¢ : Nj — A oraz ¢ : Ny x Nj x A — A sg dowolnymi funkcjami, to
istnieje doktadnie jedna funkcja f : Ny x Nj — A o tej wlasnosci, ze dla dowolnych liczb

naturalnych mq, ms, ..., m, zachodzg warunki

f(07m17m27"‘7m7') = Qp(mlvm%"‘umr)
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f(s(n),my,ma,...,m,) =(n,my,mo,....,m., f(n,my,ms,...,m)).

(bez dowodu)

Uwaga. Pierwszy z powyzszych warunkéw nazywa sie poczatkowy, a drugi rekurencyjny.
Przedstawiony w twierdzeniu schemat definiowania funkcji nazywa sie tez definiowanie

rekurencyjne, a takg definicje funkcji — definicja rekurencyna funkcyi.

Whiosek. Jezeli A jest dowolnym niepustym zbiorem, a ¢ : Ng — Ai¢: NgxNogx A — A
sg dowolnymi funkcjami, to istnieje doktadnie jedna funkcja f : Ny x Ny — A taka, ze dla

dowolnych m,n € Ny zachodza

f(0,m) = p(m)

oraz

f(s(n),m) = ¢(”»ma f(nv m))

Niekiedy korzysta sie ze schematu definiowania przez indukcje w jeszcze prostszej

postaci.

Whiosek. Zatézmy, ze A jest dowolnym niepustym zbiorem. Niech a € A i niech dana
bedzie funkcja v : A — A. Wtedy istnieje dokladnie jedna funkcja f : Ny — A taka, ze

Korzystajac z pierwszego z powyzszych wnioskéw mozna w zbiorze liczb naturalnych

Ny zdefiniowaé dzialania dodawania i mnozenia.

Twierdzenie. Istnieje funkcja + : Ny x Ny — Ny o tej whasnosci, ze dla dowolnych

m,n € Ny zachodza

+(0,m) =m

+(s(n),m) = s(+(n,m)).
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Funkcja ta jest wyznaczona jednoznacznie.

Dowéd. Nalezy zastosowaé pierwszy z powyzszych wnioskéw do funkeji ¢ @ Ny — Nj
takiej, ze p(m) = m oraz do funkcji ¢ : Ny x Ny x Ny — Ny takiej, ze 1(j, k, 1) = s(I).
Istnieje doktadnie jedna funkcja + : Ny x Ny — Ny taka, ze

+(0,m) = p(m) =m

+(s(n), m) = ¥(n,m, +(n,m)) = s(+(n,m))
dla dowolnych m,n € Ny. [

Uwaga. Zamiast symbolu +(n,m) pisze sie n + m. Liczba n + m nazywa sie suma liczb

nim.

Twierdzenie. Istnieje doktadnie jedna funkcja - : Ny x Ny — Nj taka, ze dla dowolnych

m,n € Ny zachodza

«(0,m) =0

(s(n),m) = -(n,m) + m.

Dowédd. Latwy. 0O

Uwaga. Zamiast symbolu -(n, m) pisze si¢ n-m (lub nm). Liczba nm nazywa sie¢ iloczyn

liczb n 1 m.

Miedzy innymi rekurencyjnie (przez indukcje) definiuje sie funkcje f : Ny — C, czyli

ciggi. Mamy mianowicie.

Definicja. Ciag jest zdefiniowany rekurencyjnie, jesli

1) okreslony jest pewien skonczony zbiér wyrazéw ciagu,

2) pozostale wyrazy ciggu sa zdefiniowane za pomoca poprzednich wyrazéw ciagu.

Przyklady.

1. Rekurencyjna definicja silni:

0l =1,
(n+1)!=nl-(n+1) dla n €N,
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2. Rekurencyjna definicja potegi (a € R\{0}):

a"t=qa"-a dla n e N,.
3. Rekurencyjna definicja ciggu Fibonacciego:

f0:17
f1:17
fn:fn—1+fn—2 dla TLEN(), n > 2.

Dla ciggdéw zdefiniowanych rekurencyjnie wyznacza sie wzér jawny w nastepujacy spo-

sob. Dany jest ciag rekurencyjny:

S0, 51 — dane,
Sp = ASp_1 + bS,_9, gdzie n € Ny, n > 2,
natomiast a,b € R\{0} sa stalymi.

Definicja. Réwnanie 2% — ax — b = 0 nazywa sie réwnanie charakterystyczne powyzszej

zaleznosci rekurencyjne;j.

Twierdzenie. 1) Jezeli réwnanie charakterystyczne ma dwa pierwiastki (rzeczywiste lub

zespolone) z; i 2y, to
sn = c1(21)" + c2(22)"

dla pewnych statych c; i cs.

2) Jezeli r6wnanie charakterystyczne ma jeden pierwiastek r, to
Sp =" + conr”

dla pewnych statych rzeczywistych ¢ i cs.

(bez dowodu)
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7. Elementy kombinatoryki

Twierdzenie. (Prawo dodawania) Jezeli Ay, Ao, ..., A, sa dowolnymi zbiorami takimi,
e AiNA;=0dlai+#jorazi,j=1,2,...,n,to

= |Ail.
=1

n

U

=1

Dowé6d. Przeprowadzimy indukcyjnie wzgledem n. Dla n = 2 mamy dwa zbiory Aq, A,.
Niech |A;] = n i |As] = m. Istnieja bijekcje f; : A1 — {1,2,...,n} oraz fo : Ay —
{1,2,...,m}. Wtedy bijekcja jest réwniez odwzorowanie f : Ay U Ay — {1,2,...,n+m}

takie, ze

fx) =

fl(l') dla z € Al,
fa(z)+n dla ze€ As.

Stad

Zaltézmy teraz, ze rOWnosc jest prawdziwa dla pewnego n, tzn.

n

U

=1

=>4l
i=1

Wowczas dla n 4 1 zbiorow Ay, A, ..., A,, Aprg mamy

n+1

U
i=1

= OAi U A,

i=1

U

i=1

D 1A+ Al
i=1

n+1

= lAl
=1

Zatem zadana rownos¢ zachodzi dladowolnego n. [

+ |An+1|
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Twierdzenie. Niech A i B bedg zbiorami skonczonymi. Wowczas

|Ax Bl = [A[-|B].
Dowdéd. Niech A = {zy,29,...,2,} 1 B = {y1,¥2,-..,Ym}. Wtedy |A] = n i |B|] = m.

Zastosujemy indukcje wzgledem m. Dla m = 1 mamy B = {y;} oraz

Ax B ={(z1,11), (x2,91),- -, (Zn, 1)},

czyli

IAx Bl=n=n-1=|A|-|B].

Zalézmy teraz, ze réwnosé zachodzi dla pewnego m. Wtedy dla zbioru (m+1)-elementowego

B ={y1,y2, ., Ym+1} zachodzi réwnosé

AXB=AXDBiUA X By,

gdzie By = {y1,Y2, - - -, Ym} 1 Bo = {ym+1}. Poniewaz zbiory A x By i A x By sa roztaczne,

wiec na mocy prawa dodawania mamy

|IAX B|=|AX Bi|+|AX Bs| =|A| - |Bi| +|[AX Byl =n-m+n=n-(m+1)=|A|-|B|.

Zatem, na mocy zasady indukcji, rownos¢ zachodzi dla dowolnego m. [J

Twierdzenie. (Zasada mnozenia) Niech A, Ay, ..., A, beda zbiorami skonczonymi.
Woweczas liczba ciagdéw (aq,aq, ..., a,), gdzie a; € Ay dlai=1,2,...,n, wynosi
| Ax] - [A] - | Anl.

Dowéd. Latwy. Korzystamy z zasady indukcji i poprzedniego twierdzenia. [

Uwaga. Powyzsza zasada pozwala na ,przeliczanie” wielu fundamentalnych struktur po-

jawiajacych sie w kombinatoryce.

Przyktad. Ciagiem binarnym nazywa si¢ ciag zlozony z zer i jedynek. Dlugoscig ciagu

binarnego nazywa sie liczbe jego elementow. Stosujac zasade mnozenia tatwo widac, ze
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istnieje 2% ciagéw binarnych dtugoéci k. Ogolniej, istnieje n* ciggdéw dtugosci k na zbiorze
n symboli (wystarczy w zasadzie mnozenia przyja¢ A; = Ay = ... = A, ={0,1,2,...,n—

1}).

Twierdzenie. (Ogélna zasada mnozenia) Jezeli pewna procedura moze by¢ rozbita na
k kolejnych krokéw, z r; wynikami w i-tym kroku dla i = 1,2, ..., k, to w calej procedurze

jest

7"‘1.7"2..-7"k

tacznych wynikéw (rozumianych jako uporzadkowane ciagi wynikéw czastkowych).

(bez dowodu)

Twierdzenie. (Zasada bijekcji) Niech A i B beda zbiorami skoniczonymi. Jedli istnieje
bijekcja f : A — B, to

Al = [B].

Dowéd. Oczywisty. [

Uwaga. Sztuka w postugiwaniu sie zasada bijekcji w konkretnych sytuacjach polega na
tym, zeby dostrzec bijekcje pomiedzy interesujacym nas zbiorem a zbiorem, ktorego liczbe

elementow juz znamy.

Twierdzenie. Zbiér n-elementowy ma 2" podzbiorow.

Dowéd. Niech X = {x,zs,...,z,} iniech B, bedzie zbiorem ciagdéw binarnych dtugosci
n. Okreslmy funkcje f : P(X) — B, nastepujaco:
f(S) =biby...by,
gdzie S C X oraz
bj=1 < x;,€8.
Jasne jest, ze f jest bijekcja. Zatem

[P(X)] = [Bn| =2". O
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Definicja. Permutacjg n-wyrazowg zbioru n-elementowego X nazywa sie kazdy n-wyrazowy
cigg roznych elementéw wybranych ze zbioru X.

Na mocy zasady mnozenia tatwo otrzymuje sie nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Permutacji n-wyrazowych zbioru n-elementowego jest

P, =nl.
Definicja. Niech X = {x1,x9,..., 2} bedzie zbiorem k réznych elementéw. Permutacjq
n-wyrazowq z powtorzeniami, w ktorej x; powtarza sie n; razy dla i = 1,2,..., k, przy

czym ni + ng + ... + ng = n, nazywa si¢ kazdy n-wyrazowy ciag, w ktorym poszczegdlne

elementy zbioru X powtarzaja sie¢ wskazana liczbe razy.

Twierdzenie. Permutacji n-wyrazowych z powtérzeniami jest

" _ n!

P2tk Lol
Dowéd. Wezmy zbiér X = {1, x9,...,2}. Rozpatrzmy n-wyrazowe ciagi elementéw
ze zbioru X, w ktérych element x; powtarza sie n; razy dla ¢ = 1,2,... k, przy czym

ni+ng+...+n, = n. Gdyby wszystkie wyrazy takich ciagéw byty rozréznialne (gdybysmy
potrafili jakos rozrézniaé¢ miedzy soba powtarzajace sie wyrazy), to liczba takich ciagdéw
wynositaby n!. Z drugiej strony mozna obliczy¢ te liczbe w nastepujacy sposoéb. Wszyst-
kich takich ciagébw mamy P} = (tak oznaczyliSmy liczbe permutacji n-wyrazowych
z powtérzeniami). Potem powodujemy, ze powtarzajace sie wyrazy staja sie rozréznial-
ne (np. numerujemy je). Wtedy takich ciagbw mamy nq! - ny!---ng! (bo elementy i-tego
rodzaju w momencie gdy staja sie rozrdéznialne mogg zostaé ustawione w cigg na n;!

sposob6w). Zatem

_ pn
nl= Py o nalonglengl,

czyli

|
P - n O

R N T

Przyktad. Policzymy liczbe réznych wyrazow z sensem lub bez sensu, ktére mozna utwo-
rzy¢ ze wszystkich liter wystepujacych w stowie MATEMATYKA. Widzimy, ze n = 10
oraz litera A wystepuje 3 razy, litery M, T — po 2 razy i litery E, Y, K — po razie. Stad

45



0 10!

Bzanna = groror o — PP

Definicja. Wariacjg k-wyrazowq bez powtorzen zbioru n-elementowego X, gdzie 0 < k <

n, nazywa sie kazdy k-wyrazowy cigg réznych elementéw ze zbioru X.
Na mocy ogdlnej zasady mnozenia otrzymuje si¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Wariacji k-wyrazowych bez powtorzen zbioru n-elementowego, gdzie 0 <

k < n, jest

Definicja. Wariacjg k-wyrazowq z powtorzeniami zbioru n-elementowego X nazywa si¢

kazdy k-wyrazowy cigg elementow ze zbioru X.
Na mocy zasady mnozenia otrzymuje si¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Wariacji k-wyrazowych z powtérzeniami zbioru n-elementowego jest

Definicja. Kombinacjq k-elementowq bez powtorzen zbioru n-elementowego X, gdzie 0 <

k < n, nazywa sie kazdy k-elementowy podzbiér zbioru X.

Twierdzenie. Kombinacji k-elementowych bez powtorzen zbioru n-elementowego, gdzie
0 <k <n,jest

K n! _(n
Co = El(n — k)! ozn. (k;)

Dowéd. Poniewaz VF = C*P, (bo kazdy ciag k-wyrazowy mozna otrzymaé wybierajac

podzbidr i ustawiajac jego elementy w ciag), wiec

k ! !
C’kzv—”: n! _ n! _ (™ g
" P (n—Fk)\-k kl(n—k) k
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Uwaga. Symbol (Z) nosi nazwe wspotczynnik dwumianowy lub symbol Newtona.

Wybrane tozsamosci kombinatoryczne:

Definicja. Niech X bedzie dowolnym zbiorem i k& € N. Multizbiorem k-elementowym o

elementach ze zbioru X nazywa sie dowolny zbioér postaci

{(z1,71), (T2, 72), - -, (Tin, ") },

gdzie m € N, x1,x9,...,2,, sg parami roznymi elementami zbioru X, r{,79,...,7, € N
ir +re+ ...+ r, =k Wtedy z; jest rj-krotnym elementem tego multizbioru dla

j=1,2,...,m. Krotnos¢ elementu z € X\{x,z3,...,2,} w tym multizbiorze wynosi 0.

Uwaga. Multizbioér k-elementowy {(z1,71), (2, 72), ..., (Tm,m)} 0znacza sie jako

{e1, ¢, ..., cr}, gdzie (¢;)F_; jest dowolnym ciagiem, w ktérym wyraz z; wystepuje doktad-
nie r; razy dla j = 1,2,...,m. Na przyktad kazdy z zapiséw {1,1,1,2,2}, {2,2,1,1,1},
{1,2,1,2,1} oznacza ten sam multizbior {(1,3),(2,2)}.

Uwaga. Multizbiorem 0-elementowym o elementach ze zbioru X jest (z definicji) tylko

zbior pusty.

Definicja. Kombinacjq k-elementowq z powtérzeniami zbioru n-elementowego X nazywa

sie kazdy k-elementowy multizbiér o elementach z X.

Twierdzenie. Kombinacji k-elementowych z powtorzeniami zbioru n-elementowego jest

—k n+k—1
cn_( ; )

Dowéd. Rozwazmy zbior {1,2,...,n}. Kazdej jego k-elementowej kombinacji z powto-
rzeniami mozemy w sposéb wzajemnie jednoznaczny przypisa¢ nastepujace ustawienie w

rzedzie n — 1 kresek i k kropek:
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r1 kropek, kreska, ro kropek, kreska, ..., r,_; kropek, kreska, r,, kropek,

gdzie r; to krotno$¢ elementu i-tego w tej kombinacji dla ¢ = 1,2,...,n. Z drugiej stro-
ny kazdemu takiemu ustawieniu n — 1 kresek i k& kropek mozemy bijektywnie przypisaé
k-elementowa kombinacje bez powtoérzen zbioru {1,2,...,n+k — 1} w ten sposéb, ze ele-
mentami kombinacji beda ,numery pozycji”, na ktérych sg kropki w danym ustawieniu.
Oznacza to, ze k-elementowych kombinacji z powtérzeniami zbioru {1,2,...,n} jest tyle

samo, co k-elementowych kombinacji bez powtérzen zbioru {1,2,...,n+k — 1}, a zatem

—k n+k—1
C = . 0O
=)

Uwaga. Dla przyktadu dlan =4 i k£ = 2 mamy

2-elementowe kombinacje ustawienia 2-elementowe kombinacje
z powtdrzeniami zbioru | 3 kresek i 2 kropek bez powtorzen zbioru
{1,2,3,4} {1,2,3,4,5}

{1,1} oo ] {1,2}

{1,2} o] {1,3}

{1,3} off o] {1,4}

{1,4} o|[fe {1,5}

{2,2} EXal {2,3}

{2,3} [o | o] {2,4}

{2,4} [ o [le {2,5}

(3,3} oo (3,4}
(3,4} [[o ] {35}
{4,4} [l oo {4,5}

Przyktad. Obliczymy liczbe rozwigzan w zbiorze Ny rownania x1+xo+. . .+x, = k, gdzie

: , : —k _
k € Noin € N. Réwnanie to ma C,, = ("""

takiemu rozwiazaniu (xi, s, ...,x,) mozna wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowaé

) rozwigzan w zbiorze Nj. Istotnie, kazdemu

k-elementowa kombinacje z powtdrzeniami o elementach ze zbioru {1,2,...,n} taka, ze i

jest jej x;-krotnym elementem dla i =1,2,..., k.

Przyktad. Mamy 4 puszki z farbami réznych koloréw ponumerowane cyframi 1,2, 3, 4.
Malujemy 6 kul po prostu wrzucajac je do tych puszek. Obliczymy liczbe sposobéw po-
malowania tych kul. Mamy tutaj 6-elementowe multizbiory (czyli kombinacje z powtérze-
niami) o elementach ze zbioru 4-elementowego {1, 2, 3,4}. Liczba tych multizbioréw (czyli

sposobéw pomalowania tych kul) jest réwna
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Twierdzenie. (Zasada wlaczania-wylaczania) Niech A, Ay, ..., A, beda zbiorami

skonczonymi. Wtedy

n

U

i=1

-Sll- X Janal
=1

1<i<j<n

+ ) JANANAl -

1<i<j<k<n
+ (=DM AN AN N A,

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Niech n = 2. Poniewaz

AU Ay = [A1\ (A1 N As)] U [Ao\ (A1 N Ar)] U [A1 N Ay,
wiec
| Ay U As| = |AI\ (A1 N Ag)| + [A2\ (A1 N A)| + [ A N Ay

— Ay = AN Ag| + |Ag] — Ay 0 A| + |4y 1 Ay
— | Ay| + [ Ag — |4y 1 Ag|.

Wykorzystalismy tutaj prawo dodawania, bo zbiory A;\(A; N As), As\(A; N As) oraz
A N Ay sg parami roztgczne. Ponadto A3 N Ay C A1 A1 N Ay C Ay, wiec

Zaltoézmy teraz, ze wzor zachodzi dla n € N. Wtedy
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=3 Al - Y JAnA|+. o+
=1

1<i<j<n

F (=)™ AN AN N A A

dAinAna]— D JANAN A+ +
i=1

1<i<j<n

+ (=DM AN AN N AN Ay

n+1
=Y |Al- > |An4|+.+
i=1 1<i<j<n+1

+(_1>n+1 . |A1ﬂA2ﬂ...ﬂAn+1‘. ]

Uwaga. Szczeg6lne przypadki:

1. Dla n = 2 mamy

‘Al UAQ} - |A1| + ‘AQ‘ - |A1 ﬂAQ

Y

czyli dodajac do siebie liczby elementow dwoch zbioréw dwukrotnie liczymy czes¢ wspolna,

wiec trzeba ja odjac.

2. Dla n = 3 mamy

AL U Ay U Ag| = |Ay| + |As] + |As] — |A1 N Ao| — |[A1 N As| — |42 N As] + [ A1 N A N A3,

czyli teraz odejmujac trzykrotnie czeéci wspolne par zbioréw odejmujemy o jeden raz za

duzo czes¢ wspolng wszystkich trzech zbiorow, wiec trzeba ja dodac.

Przyktad. W pewnym klubie jest 10 oséb grajacych w szachy i 15 0soéb grajacych w
brydza, przy czym 6 sposrdéd nich gra w obie te gry. Policzymy liczbe cztonkéw tego
klubu. Oznaczmy przez A zbiodr szachistow i przez B zbiér brydzystéw. Szukamy ‘AU B ‘
Mamy

|AUB| = |A|+|B| - [AnB| =10+ 15 -6 = 19.
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Zadanie. W pewnym klubie jest 10 oséb grajacych w szachy, 15 oséb grajacych w brydza
i 12 0s6b grajacych w pokera. Sposréd nich 5 gra w szachy i brydza, 4 w brydza i pokera,
3 w szachy i pokera, a tylko 2 graja we wszystkie te gry. Ile oséb jest w tym klubie?

Permutacje n-wyrazowg zbioru n-elementowego X mozna tez zdefiniowaé jako dowolna
bijekcje 0 : X — X. Niech X = {xy,x9,...,x,}. Zamiast pisa¢ ¢ : X — X mozna tez

pisac

< o(x1) o(xz) ... o(xy,) ) .

Definicja. Niech X bedzie zbiorem n-elementowym. Element x € X nazywa sie punkt

staty permutacji o : X — X, jesli

o(x) =

Definicja. Niech X bedzie zbiorem n-elementowym. Permutacja o : X — X nazywa si¢

nieporzgdek, jesli nie posiada punktow statych.

Przyktad. Niech X = {1,2,3,4,5}. Nieporzadkiem jest na przyklad permutacja

1 2345
5 4 2 3 1)

Twierdzenie. Liczba nieporzadkéw D,, za zbiorze n-elementowym X dana jest wzorem

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze nie istniejg nieporzadki na zbiorze jednoelementowym
X. Zalozmy wiec, ze n > 1. Niech X = {xy,29,...,2,}. Dla k = 1,2,...,n oznaczmy
przez Ay zbiér permutacji, dla ktérych zy, jest punktem staltym. Wtedy zbiér ) Ay zawiera

k=1
permutacje, ktére maja co najmniej jeden punkt staty. Poniewaz
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Al =(n=1), k=1,2,...,n
Ak NANA,=(m=3), 1<k<l<m<n,

wiec, na mocy zasady wlaczania-wytgczania, mamy

|
S
7 N
| —
|
—_
+ o
+
|
=
3
N——

Uwaga. Z powyzszego wzoru wynika, ze przy m — oo nieporzadki stanowig e ! =

0,36788. .. wszystkich permutacji (bo er =3 %)
k=0

Twierdzenie. (Zasada szufladkowa) Jezeli skonczony zbiér X jest podzielony na n

L . L, . . X ,
podzbioréw, to co najmniej jeden z podzbioréow zawiera nie mniej niz = elementow.

Dowéd. Gdyby kazdy z podzbioréw, na ktére podzielony jest zbiér X mial mniej niz %

elementéw, to suma tych podzbioréw, czyli X zawierataby mniej niz | X| elementéw. O

Uwaga. 7Z powyzszego twierdzenia wynika na przyktad, ze jezeli rozmiesci sie n + 1
przedmiotéw w n szufladkach, to co najmniej jedna szufladka bedzie zawiera¢ wiecej niz

jeden element.

Przyklad. Pewne 9 os6b wazy razem 810 kg. Sprawdzimy, czy dowolna trojka tych oséb
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moze wsias¢ do windy o udzwigu 250 kg. Oznaczmy te 9 oséb przez Oy, Os, ..., Oy. Roz-

wazmy tablice:

O1 Oy O3 ... O7 Og Og
Oy O3 Of ... Og Og Oy
O3 Oy Os ... Og O Oy

Suma wag w kazdym wierszu tablicy wynosi 810 kg, czyli razem w trzech wierszach mamy
2430 kg. Kolumny tej tablicy tworza 9 roéznych tréjek. Na mocy zasady szufladkowej,
przynajmniej w jednej kolumnie suma wag wynosi co najmniej % kg = 270 kg. Czyli

istnieje (co najmniej jedna) taka trojka oséb, ktére nie moga razem wsiasé do windy.
Nastepne twierdzenie jest nieco inng postaciag zasady szufladkowe;j.

Twierdzenie. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y oraz niech |X| > k- |Y|. Wéwcezas
co najmniej jeden ze zbioréw f~!(y) ma wiecej niz k elementéw.

Dowéd. Zbiér X jest wigc podzielony na n podzbioréw f~1(y), gdzie n < |Y]. Na mocy

zasady szufladkowej, pewien zbiér f~1(y) ma co najmniej g—‘ elementow. Poniewaz

[ X] X
S
n = Y]

wigc zbior taki ma wiecej niz k elementow. [

Przyktad. Pewna uczelnia zatrudnia 5 profesoréw reprezentujacych 4 rézne specjalnodci.
Przewiduje sie, ze na koniec roku akademickiego 40 studentéw tej uczelni bedzie chciato
broni¢ swoich prac magisterskich. W kazdej komisji egzaminacyjnej, zgodnie z przyjety-
mi ustaleniami, powinno bra¢ udzial 3 profesoréw reprezentujacych rézne specjalnodci.
Pokazemy, ze przynajmniej jedna z komisji bedzie musiata uczestniczyé w co najmniej
6 egzaminach. Dwoch sposréd 5 profesoréw reprezentuje te sama specjalnosé. Oznaczmy

ich przez A i B. Wszystkie komisje trzy ososhowe mozemy podzieli¢ na 3 kategorie:
1) takie, w ktorych nie uczestnicza ani A, ani B,

2) takie, w ktérych uczestniczy A, a nie uczestniczy B,

oraz

3) takie, w ktérych uczestniczy B, a nie uczestniczy A.

Latwo wida¢, ze jest tylko jedna komisja pierwszego rodzaju oraz 3 komisje drugiego i
3 komisje trzeciego rodzaju (wybieramy dwoch pozostalych cztonkéw komisji sposréd 3
profesoréw, czyli (g) komisji). Mozliwych komisji jest wiec 7. Okreslmy funkcje f, ktéra

kazdemu magistrantowi przyporzadkowuje komisje egzaminacyjna. Poniewaz 40 > 5 - 7,
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wiec, na mocy zasady szufladkowej, co najmniej jeden ze zbioréw f~!(y) ma wiecej niz
5 elementéw, co oznacza, ze co najmniej jedna komisja bedzie musiata uczestniczyé¢ w co

najmniej 6 egzaminach.
Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Jezeli | X| =n i |Y| = m, to wszystkich funkcji f: X — Y jest m™.

Dowdd. Przy tworzeniu funkcji f : X — Y dowolny element z € X trafia do dowolnego
jednego ze zbioréw f~1(y). Poniewaz zbioréw tych jest m, a elementéw x € X jest n, wiec

wszystkich sposobéw zdefiniowania funkcji f jest

m-m-...-m=m".
—_——
n razy

Definicja. Niech m = {A;, As, ..., Ay} bedzie rodzing podzbioréw zbioru skoniczonego
k
X taka, ze AiUAU...UA = UA = X, AAnNA =0dai # joraz A, # 0

=1
dlai =1,2,...,k. Rodzina 7 nazywa sie podzial zbioru X na k podzbioréw. Podzbiory

Aq, Ao, ..., A, nazywa sie bloki podziatu 7. Zbiér wszystkich podziatow zbioru X na k
blokéw oznacza sie przez 11, (X), a zbidr wszystkich podziatéw zbioru X przez I1(X).

Definicja. Liczbg Stirlinga drugiego rodzaju S(n,k) nazywa sie liczbe podzialow zbioru

n-elementowego na k blokow, czyli

S(n, k) = [x(X)

gdzie | X| = n.

Uwaga. Definiuje sie réwniez liczby Stirlinga pierwszego rodzaju, jednak liczby Stirlinga

drugiego rodzaju pojawiaja sie czesciej oraz sa bardziej interesujace.

Przyktad. Dla zbioru 4-elementowego X = {1,2,3,4} mamy S(4,2) = 7, poniewaz
istnieja tylko nastepujace podziaty zbioru X na 2 bloki:

1) {{1.2,3}, {4} }.
2) {{1,2,4}, {3}},
3) {{1.3,4},{2}},
4) {{2.3,4}, {1}},
5) {{172}7{3’4}}’
6) {{1.3},{2,4}},
7) {{1.4},{2.3}}.
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Twierdzenie. Prawdziwe sg réwnosci:

1) 5(0,0) = 1,

2) S(n,0) =0 dla n >0,

3) S(n,k)=0 dla k<0,

4) S(n,k) =0 dla k> n,

5) S(n,1) =1 dla n >0,

6) S(n,n) =1,

7) S(n,2) =2""1 -1 dla n >0,
8) S(n,n—1) = (3).

Dowdéd. 1) Pusta rodzina zbior6w jest jedynym podziatem zbioru pustego.

2) Niepusty zbiér nie moze zostaé podzielony na zero blokéw.

3) Oczywiste.

4) Nie jest mozliwe podzielenie zbioru n-elementowego na wiecej niz n niepustych
parami roztacznych zbioréw.

5) Istnieje tylko jeden podzial niepustego zbioru na jeden blok — blok ten musi by¢
catym dzielonym zbiorem.

6) Jedyny podziat speliajacy te wtasnosé to podzial na bloki 1-elementowe.

7) Niech |X| = n i niech x € X. Zauwazmy, ze podzial na dwa bloki jest zdetermi-
nowany jednym z tych blokéw — drugi to po prostu dopetnienie pierwszego. Niech wiec
blokiem determinujacym podziat bedzie blok zawierajacy . Blokow takich jest tyle ile
podzbioréw (n — 1)-elementowego zbioru X\{x}, poza podzbiorem pelym, gdyz wtedy
druki blok bylby pusty, do ktérych doktadamy element . Zatem jest dokladnie 277! — 1
mozliwosci wyboru bloku dla z, i tym samym tyle jest podziatow zbioru X.

8) Dzielimy tutaj zbiér n-elementowy na n — 1 blokéw. Zatem jeden z tych blokéw
musi by¢ 2-elementowy. Po wybraniu takiego bloku pozostate bloki beda 1-elementowe.
Podzialow jest zatem tyle na ile sposobéw mozna wybraé¢ 2-elementowy podzbior zbioru

n-elementowego, czyli (g) O

Twierdzenie. Liczby Stirlinga drugiego rodzaju spetniaja nastepujaca zaleznosé reku-

rencyjnag:
Sn,k)=Sn—-1,k—1)+k-Sn—1,k) dla 0 <k <n,
S(n,n)=1 dla n >0,
S(n,0) =0 dla n > 0.
Dowéd. Rozwazmy zbiér wszystkich podziatéw zbioru n-elementowego {1,2,...,n} na

k blokéw. Zbiér ten mozemy podzieli¢ na dwie roztaczne klasy:

1. klasa podzialéow, ktére zawieraja blok {n},
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2. klasa podziatéw, w ktorych n jest elementem bloku co najmniej 2-elementowego.

Licznosé pierwszej klasy jest rowna S(n — 1,k — 1), bo kazdy podzial zbioru (n — 1)-
elementowego na k — 1 blokéw mozna jednoznacznie przeksztatci¢ do podziatu z pierwszej
klasy dodajac blok {n}. Licznos¢ drugiej klasy wynosi k- S(n — 1, k), poniewaz w kazdym
podziale zbioru (n — 1)-elementowego na k blokéw doktadamy element n do jednego z

blokow, a mozliwosci takiego doktadania dla danego podziatu jest k. Zatem

Sn,k)=Sn—1k—1)+k-S(n—1,k) dla 0 <k <n.

Ponadto, z poprzedniego twierdzenia, wiemy, ze S(n,n) = 1 dla n > 0 oraz S(n,0) = 0
dlan>0. O

Twierdzenie. Jesli | X| =ni|Y| = m, to liczba wszystkich funkcji f : X “3 Y jest réwna

Dowdéd. Niech Y = {y1,¥2,...,ym} oraz niech A; = {f : y; ¢ f(X)}. Wtedy

FX) =Y & felJa

Wszystkich funkeji f: X — Y jest m". Szukamy wiec |A; U As U...U A,,|. Skorzystamy
z zasady wlaczania-wylaczania. Rozpatrzmy iloczyn Ay, N Ag, N ... N A, dla dowolnego
ciagu 1 < ky < kg < ... < k;j < m. Iloczyn ten jest zbiorem wszystkich funkcji f: X —
Y \{Ykys Ykos - - - » Yr; b~ Zatem jego moc jest rowna (m —j)". Clag 1 < ky < ky < ... <k; <

m mozna wybrac¢ na (T) sposobéw. Stad

m

[-S1a- 5 nale T nagna

=1 1§k¢<kj§m lgki<kj<kl<m

— (DT AN AN N A =me (m = 1) — (?)(m—?)”

m—1 m

Jom=1 = (5 Jom =2+ (" )om= on-vy

bt () )om m= 0  (on

— 3
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Zatem

7, drugiej strony zachodzi nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie. Jedli | X| = n i |Y| = m, to liczba wszystkich funkcji f : X ™ Y jest réwna
Spm =ml-S(n,m).

Dowéd. Niech Y = {y1,v2,...,Ym}. Dowolna funkcja f : X % Y wyznacza podzial
postaci {f~ (y1), f (y2), .-, f 7 (Ym)} zbioru X na m blokéw. Funkcji f jest wiec tyle
ile podziatéw takiej postaci. Wszystkich podziatéw zbioru n-elementowego X na m blo-
kow jest S(n,m). Bloki w podziale {f~"(y1), f ' (v2),.-., f *(ym)} sa wyznaczone przez
elementy 1, ys, . . ., Ym. Elementy te do poszczegdlnych blokéw mozna wybra¢ na m! spo-
sobow. Zatem liczba podzialéw zadanej postaci, a wiec réwniez funkcji f: X 23 Y jest

réwna

Spm =ml-S(n,m). O
7 dwoch ostatnich twierdzen wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Liczba podziatow zbioru n-elementowego na k blokow jest rowna

Sn.k) = i(—w’ (f) (k — j)".

Uwaga. Liczby Stirlinga drugiego rodzaju S(n,k) dla n,k = 2,3,...,10 przedstawia

ponizsza tabelka:
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Interpretacje kombinatoryczne liczb Stirlinga drugiego rodzaju:

Ilekroé¢ ponizej bedzie mowa o przypisywaniu ludzi do stolikow lub do pokoi, to przyjmuje

sie, ze
e osoby sa rozroznialne,
e pokoje sa rozrdznialne, np. ponumerowane,

e stoliki sg nierozréznialne (identyczne).

1. Liczba rozmieszczen n roznych przedmiotéw w k identycznych pojemnikach, przy zato-
zeniu, ze zaden pojemnik nie pozostanie pusty, jest rowna S(n, k), gdzie n > k. Podobnie,
n 0s6b mozna rozsadzi¢ przy dokladnie k stolikach na S(n, k), jesli przy stoliku moze
siedzie¢ nieograniczona liczba 0s6b i sposéb ich usadzenia przy danym stoliku nie ma
znaczenia. Istotnie, wystarczy przedmioty lub osoby potraktowaé jak elementy zbioru, a
pojemniki lub stoliki jak bloki podziatu i skorzystaé¢ z zasady bijekcji oraz definicji liczb

Stirlinga drugiego rodzaju.

2. Liczba sposobdéw ulokowania n oséb w k pokojach, przy zatozeniu, ze w kazdym z pokoi
jest co najmniej jedna osoba jest rowna k! S(n, k). Istotnie, wystarczy podzieli¢ osoby na

k grup, a nastepnie grupy przyporzadkowaé¢ w sposoéb wzajemnie jednoznaczy do pokoi.

3. W kryptografii i kryptoanalizie klasyfikuje sie stowa wedtug ich tzw. ciagéw modelo-
wych. Polega to na tym, ze litery stowa czytane od lewej do prawej sa kodowane liczbami
1,2,3,..., np. stowo KOMBINATORYKA bedzie kodowane ciggiem

1,2,3,4,5,6,7,8,2,9,10,1,7,
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a stowo MATEMATYKA ciggiem
1,2,3,4,1,2,3,5,6,2.

Liczba ciagéw modelowych odpowiadajacych stowom n-literowym (czyli dtugosei n) skta-
dajacym sie z k réznych liter jest réwna S(n, k). Istotnie, powtarzajace sie litery wklada

sie do pojemnika z liczba.

Definicja. Niech |X| = n. Liczbe Bella definiuje sie wzorem

czyli B, = [TI(X)|.

Twierdzenie. Liczby Bella spetniaja nastepujaca zaleznos¢ rekurencyjna:

By =1.

Dowdéd. Niech X bedzie zbiorem (n+ 1)-elementowym i niech z € X. Wyznaczmy liczbe
podziatow zbioru X, w ktorych blok zawierajacy element x sktada sie z i + 1 elementoéw
dla pewnego i = 0,1,...,n. W takim bloku pozostate i elementow mozna wybraé¢ ze
zbioru X\{z} na (") sposob6w. Pozostate n — i elementéw dzielimy na bloki otrzymujac
rozwazany podzial. Podzial taki jest mozliwy na B, _; sposobéw. Zatem, wykorzystujac

réwnosé (Z) = (nﬁk), mamy

Uwaga. Liczby Bella B,, dlan =0,1,...,10 przedstawia ponizsza tabelka:
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n
D
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Ne)

10
By | 111251552203 |877|4140 | 21147 | 115975

Zauwazmy jeszcze, ze od podziatéw m = {Ay, Ay, ..., Ay} zbioru n-elementowego X
nie wymagano, zeby byly uporzadkowane, tzn. takie, ze |A;] = n; dla i = 1,2,... k,
gdzie ny +ns+...+n, = n. Dla podziatéw uporzadkowanych prawdziwe jest nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie. Niech X bedzie zbiorem n-elementowym i niech ny +ng + ... 4+ np = n.

Wtedy istnieje

P! —

n1,M2,.. Nk

podziatéw uporzadkowanych {A, Ay, ..., Ax} zbioru X takich, ze |4;| = n; dla i =
1,2, k.

Dowdéd. Latwy. [
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8. Podstawy teorii graféow

Definicja. Grafem G = (V, E) nazywa sie pare skladajaca sie ze skoriczonego zbioru

wierzchotkéw V' oraz ze zbioru krawedzi F, gdzie krawedzie to pary wierzchotkow:

E C {{u,v}:u,ve V, u;«év}.

O krawedzi e = {u, v} moéwi sig, ze lgczy wierzcholki u i v, a o wierzchotkach u i v, ze sa

koricami krawedzi e. Krawedz {u, v} jest réwniez oznaczana przez uv.

Uwaga. Graf czesto przedstawiany jest na rysunku jako zbiér punktéw potaczonych od-

cinkami (lub tukami).

Przyktad. Graf G = (V| E) ze zbiorem wierzchotkow V = {a,b,c,d, e, f,g} i zbiorem
krawedzi E = {ab, ad, ae,ag, be, cq, cf,df,ef, fg} przedstawiony jest na ponizszym rysun-
ku:

Definicja. Grafem petnym nazywa sie graf, w ktorym kazde dwa wierzchotki sa potaczone

krawedzig.
Definicja. Grafem pustym nazywa sie graf, ktérego zbiér krawedzi jest zbiorem pustym.

Definicja. Niech e = uv bedzie krawedzia grafu G. Méwi sie wtedy, ze wierzcholki u i v

sgsiadujg ze sobg, oraz ze krawedz e jest incydentna z wierzchotkami u i v.

Uwaga. Do przechowywania duzego grafu w pamieci komputera wygodniejszym sposo-

bem, niz w postaci rysunku, jest reprezentacja macierzowa.

Definicja. Niech G bedzie grafem, ktorego wierzchotki sa oznakowane liczbami ze zbioru
{1,2,...,n}. Macierzq sgsiedztwa nazywa sie macierz A = [a;;] wymiaru n x n, ktérej

wyraz a;; jest rowny liczbie krawedzi taczacych wierzcholki i-ty z wierzchotkiem j-tym.
Przyktad. Macierzg sasiedztwa grafu
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4 5
jest macierz
(01 11 0]
1 01 01
A=1]111 01 1
1 01 01
(01 110

Definicja. Niech G bedzie grafem, ktérego wierzchotki sa oznakowane liczbami ze zbioru
{1,2,...,n} oraz krawedzie sa oznakowane liczbami ze zbioru {1,2,...,m}. Macierzq
incydencji nazywa sie macierz B = [b;;] wymiaru n x m, ktérej wyraz b;; jest réwny
1, jesli wierzchotek i-ty jest incydentny z krawedia j-ta, oraz réwny 0 w przeciwnym

przypadku.

Przyktad. Macierzg incydencji grafu

1 1 2

3 4

2 : 5

6 7

4 8 5

jest macierz

[1 110000 0]
1 001 1000
A=1001 10110
01 0O0O0T101
(0000101 1|

Definicja. Rézne krawedzie grafu GG taczace te same dwa wierzchotki nazywa sie krawedzie

wielokrotne.
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Definicja. Petlg nazywa si¢ krawedz z tylko jednym koncem.
Definicja. Grafem prostym nazywa sie graf bez krawedzi wielokrotnych i petli.

Definicja. Liczba krawedzi wychodzacych z wierzchotka v grafu G nazywa si¢ stopien
wierzcholka v 1 oznacza jest przez d(v). Maksymalny sposréd stopni wierzchotkéw grafu

G oznacza si¢ przez A(G).
Definicja. Wierzchotek stopnia 0 nazywa sie wierzchotek izolowany.

Definicja. Graf, w ktérym wszystkie wierzchotki maja ten sam stopien nazywa si¢ graf

reqularny. Jezeli stopien ten jest réwny k, to graf ten nazywa sie graf reqularny stopnia k.

Twierdzenie. W dowolnym grafie G = (V, E') zachodzi wzor

> d(v) =2-|E|.

veV

Dowéd. Rzeczywiscie, liczac krawedzie wychodzace z wierzchotkéw v grafu G, kazda

krawedz liczymy dwa razy. [

Whniosek. W dowolnym grafie liczba wierzchotkéw o nieparzystych stopniach jest parzy-

sta.

Definicja. (igg stopni grafu sktada sie ze stopni wierzchotkow w kolejnosci wzrastajace;j,

przy czym uwzglednia sie w nim powtodrzenia.

Definicja. Graf Gy = (Vi,, E¢, ) nazywa si¢ podgraf grafu Gy = (Vig,, Eg, ), jezeli

Vo, € Ve, 1 Eg, C Eg,.

Definicja. Dwa grafy Gy = (Vg,, Eq,) 1 G2 = (Vig,, Eg,) nazywa si¢ izomorficzne, jesli
istnieje bijekcja f : Vg, — Vi, taka, ze
w € Eg, < f(u)f(v) € Eg,.

Funkcja f nazywa sie wtedy izomorfizm grafow.

Przykltad. Dwa grafy pokazane na ponizszym rysunku sa izomorficzne przy bijekcji f

okreslonej nastepujaco: £(u) = 1, f(v) =m, f(w) =n, f(z) = p, f(y) =qi f(z) =
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Uwaga. W wielu zadaniach nazwy wierzchotkéw sa niepotrzebne, wiec si¢ je pomija.

Mowi sie wtedy, ze dwa ,,grafy nieoznakowane” sg izomorficzne, jesli mozna wierzchotkom

tak przyporzadkowa¢ nazwy, zeby otrzymane ,grafy oznakowane” byly izomorficzne.

Uwaga. Réznica miedzy grafami oznakowanymi i nieoznakowanymi staje sie wyrazniej-
sza, gdy probuje sie je zlicza¢. Zagadnieniem tym zajmiemy sie doktadniej przy omawianiu

drzew.

Definicja. Trasq w grafie G nazywa sie skonczony cigg krawedzi grafu G postaci

Vo1, V1V2, . . ., Vg1V,

w ktorym kazde dwie kolejne krawedzie sg albo sasiednie albo identyczne. Taka trasa
wyznacza ciagg wierzchotkéw vg, vy, . .., vg. O trasie vgvy, v1vs, . . ., V10, MOWI sie, ze tgczy
wierzchotki vy 1 v. Mowi sie takze, ze wierzchotek vy, jest osiggalny z wierzchotka vy. Liczba

krawedzi na trasie nazywa si¢ dlugo$c trasy.

Uwaga. Trase vgvy, v10g, . .., V10 zZapisujemy tez nastepujaco:

Vo —> V1 — ... = Ug.

Definicja. Trasa, w ktorej wszystkie krawedzie sg rozne nazywa sie $ciezka. Jezeli ponadto
wierzcholtki v, vq, ..., v sa rézne (z wyjatkiem, byé moze, réwnosci vy = vy), to Sciezka

nazywa sie droga. Droga lub $ciezka nazywa sie zamknieta, jesli vg = vy.
Definicja. Cyklem nazywa si¢ droge zamknicta zawierajaca co najmniej jedng krawedz.
Uwaga. Kazda petla lub para krawedzi wielokrotnych jest cyklem.

Twierdzenie. Jezeli w grafie istnieja dwa rézne wierzchotki, ktére mozna potaczy¢ dwie-

ma réznymi drogami, to w grafie tym istnieje cykl.

Dowéd. Oczywisty. [
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Whiosek. Graf nie posiada cykli wtedy i tylko wtedy, gdy kazde dwa wierzchotki grafu

mozna potaczyé co najwyzej jedng drogg.

Definicja. Obwodem grafu G nazywa sie dtugos$¢ najkrotszego cyklu w G.

Konstrukcje nowych graféw z danego grafu G:

Niech v bedzie wierzchotkiem, a e krawedziag grafu G.

1. Usuniecie z grafu G krawedzi e powoduje powstanie nowego grafu oznaczanego przez

G — e. Graf G — e jest podgrafem grafu G.

2. Usuniecie z grafu G wierzchotka v wraz ze wszystkimi krawedziami incydentnymi z v
powoduje powstanie nowego grafu oznaczanego przez G — v. Graf G — v jest podgrafem

grafu G.

3. Sciggniecie krawedzi e w grafie G polega na usunieciu krawedzi e w taki sposéb, ze dwa
wierzchotki, ktoére taczyta stang si¢ teraz jednym wierzchotkiem. Sci@gni@cie w grafie G

krawedzi e powoduje powstanie nowego grafu oznaczanego przez G\e.

4. Niech e = ab. Zastapienie krawedzi e dwiema krawedziami ax i xb, gdzie x jest nowym
wierzchotkiem, nazywa sie podzial krawedzi i powoduje powstanie nowego grafu. Dwa grafy,
ktore moga by¢ otrzymane z tego samego grafu przez podziaty jego krawedzi nazywa sie

homeomorficzne.

Definicja. Graf GG nazywa sie spdjny, jezeli dla kazdych dwoch wierzchotkéw u, v € Vg
istnieje droga taczaca u i v. W przeciwnym przypadku graf G nazywa sie niespdjny. Kazdy

niespojny graf G mozna rozbi¢ na sktadowe, czyli maksymalne spojne podgrafy.

Twierdzenie. Niech G bedzie grafem prostym majacym n wierzchotkow. Jesli graf G ma

k sktadowych, to liczba m jego krawedzi spelia nieréwnosé

(n—Fk)(n—Fk+1).

DO | —

n—k<m<

Dowéd. Udowodnimy najpierw nieréwno$¢ m > n — k przez indukcje wzgledem liczby
krawedzi m grafu G. Dla grafu pustego nierownos¢ ta jest trywialna. Zatézmy, ze nierow-
nos¢ ta jest prawdziwa dla grafu majacego m — 1 krawedzi i k sktadowych. Jedli graf G
ma najmniejszg mozliwg liczbe krawedzi m, to usuniecia ktorejkolwiek krawedzi powoduje
zwiekszenie liczby sktadowych o 1 i powstaly w ten sposéb graf ma n wierzchotkow, k + 1

sktadowych oraz m — 1 krawedzi. Z zaltozenia indukcyjnego wynika, ze

m—1>2n—(k+1),
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skad

m>=n—k.

Zatem nieréwnosc¢ ta jest prawdziwa dla kazdego m.

Pokazemy teraz nieréwnoéé m < 3(n—k)(n —k+1). Mozemy zalozy¢, ze kazda sktadowa
grafu G jest grafem pelnym. Przypu$émy, ze istnieja dwie skltadowe C; oraz C; majace
odpowiednio n; i n; wierzchotkéw, przy czym n; > n; > 1. Jedli zastapimy sktadowe Cj
oraz C; grafami pelnymi majacymi odpowiednio n; 4+1 i n; —1 wierzchotkéw, to catkowita

liczba wierzchotkow nie zmieni sig, a liczba krawedzi zmieni sie o wielkosé

() -() (5 - ()
_ %((n D= milng = 1)) + (0 = (g = 2) = ny(n; = 1))
= %ni(%u — i +1) +%<nj — V(5 —2 - 17)

:ni—nj—i—l,

ktora jest liczba dodatnia. Zatem liczba krawedzi zwigkszy sie. Wynika stad, ze aby graf
GG mial maksymalng liczbe krawedzi, musi sktadac sie z grafu pelnego majacego n — k + 1

wierzchotkéw i z k — 1 wierzcholtkéw izolowanych. Stad wynika teza twierdzenia. [

Whiosek. Jesli G jest grafem prostym i spojnym majacym n wierzchotkéw, to liczba m

jego krawedzi spelnia nieréwnosci

Twierdzenie. Kazdy graf prosty, ktéry ma n wierzchotkéw i wiecej niz 3(n — 1)(n — 2)

krawedzi jest spojny.

Dowdéd. Zauwazmy, ze

<n_1) :lei!.:%("—l)(n—z).

Wynika stad, ze graf prosty i pelny majacy n—1 wierzchotkéw ma doktadnie 3(n—1)(n—2)

krawedzi. Jezeli teraz dotozymy do tego grafu 1 wierzchotek i zatozymy, ze ma on wiecej niz

%(n— 1)(n—2) krawedzi, to przynajmniej jedna krawedz musi taczy¢ ten nowy wierzchotek
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z ktéryms z pozostatych n — 1 wierzchotkéw. Stad ten nowy wierzchotek nie moze by¢

wierzchotkiem izolowanym, czyli taki graf jest spojny. [J

Definicja. Zbiorem rozspajajgcym grafu spojnego G nazywa si¢ zbior krawedzi, ktérych

usuniecie spowoduje, ze graf G przestanie by¢ spojny.

Definicja. Rozcieciem nazywa sie zbior rozspajajacy, ktérego zaden podzbior whtasciwy

nie jest juz zbiorem rozspajajacym.
Definicja. Mostem nazywa sie rozciecie sktadajace sie z jednej krawedzi.

Definicja. Niech G bedzie grafem spéjnym. Spdjnoscig krawedziowg A(G) nazywa sie

liczbe krawedzi nalezacych do najmniej licznego rozciecia grafu G.
Definicja. Graf spojny G nazywa sie k-spdjny krawedziowo, jesli A(G) > k.

Definicja. Zbiorem rozdzielajgcym grafu spéjnego G nazywa si¢ zbior wierzchotkéw, kto-

rych usuniecie powoduje, ze graf przestaje by¢ spdjny.

Uwaga. Usuwajac wierzchotek z grafu, usuwamy réwniez wszystkie krawedzie z nim in-

cydentne.

Definicja. Niech graf GG bedzie spojny i nie bedzie grafem pelnym. Spdjnoscig wierzchot-
kowq k(G) nazywa sie liczbe elementéw najmniej licznego zbioru rozdzielajacego grafu

G.

Definicja. Niech graf G bedzie spdjny i nie bedzie grafem pelnym. Graf G nazywa si¢
k-spdjny, jesli k(G) > k.

Definicja. Grafem pustym nazywa sie graf, ktérego zbior krawedzi jest zbiorem pustym.

Graf pusty majacy n wierzchotkéw oznacza si¢ przez N,,.

Przyktad. Ponizszy graf przedstawia graf Ny:

Definicja. Grafem petnym nazywa sie graf prosty, w ktérym kazde dwa rézne wierzchotki

sg polaczone krawedzig. Graf pelny majacy n wierzchotkéw oznacza sie przez K,,.
Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia graf Ks:
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Uwaga. Graf pelny K, jest grafem spojnym i regularnym stopnia n — 1.

Definicja. Grafem cyklicznym nazywa sie graf, ktory jest spojny i regularny stopnia 2.

Graf cykliczny majacy n wierzchotkéw oznacza sie przez C,,.

Przyklad. Ponizszy rysunek przedstawia graf Cg:

Definicja. Grafem liniowym nazywa sie graf otrzymany z grafu C,, przez usuniecie jednej

krawedzi. Graf liniowy majacy n wierzchotkéw oznacza si¢ przez P,.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia graf Pg:
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Definicja. Graf powstajacy z grafu C,,_; przez potaczenie kazdego wierzchotka z nowym
wierzchotkiem v nazywa sie kolo o n wierzchotkach. Koto o n wierzchotkach oznacza sie

przez W,,.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia graf W:

Definicja. Grafy platonskie to grafy utworzone z wierzchotkéw i krawedzi pieciu wielo-
Scianéw foremnych (platonskich) — czworoscianu, szescianu, osmio$cianu, dwunastoscianu

1 dwudziestoscianu.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia grafy platonskie:

Definicja. Grafem kubicznym nazywa sie graf regularny stopnia 3.
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Przyktad. Przyktadem grafu kubicznego jest graf Petersena przedstawiony na ponizszym

rysunku:

Definicja. Grafem dwudzielnym nazywa sie graf, ktérego zbkior wierzchotkéw mozna po-
dzieli¢ na dwa podzbiory w taki sposéb, ze kazda krawedz taczy wierzcholek z pierwszego

podzbioru z wierzchotkiem z drugiego podzbioru.

Uwaga. Rownowaznie, graf dwudzielny to gaki graf, ktérego wierzchotki mozna poko-
lorowa¢ dwoma kolorami, czarnym i biatym, w taki sposéb, aby kazda krawedz taczyla

wierzchotek czarny z wierzchotkiem biatym.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia przyktad grafu dwudzielnego:

Definicja. Grafem petnym dwudzielnym nazywa sie graf dwudzielny, w ktorym kazdy
wierzchotek z pierwszego podzbioru jest potaczony doktadnie jedng krawedzig z kazdym
wierzchotkiem z drugiego podzbioru. Graf pelny dwudzielny majacy m czarnych i n bia-

tych wierzchotkéw oznacza si¢ przez K, .

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia grafy K3, Ko31 Ks3:
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Definicja. k-kostkq (lub po prostu kostkq) Qr nazywa sie graf, ktérego wierzchotki od-
powiadaja ciagom (ay,as, ..., ax) takim, ze kazdy wyraz a; jest rowny 0 lub 1, i ktérego

krawedzie tacza ciagi roznigce sie doktadnie jednym wyrazem.

Przykltad. Ponizszy rysunek przedstawia kostke Q)s3:

100 101

110 111

010 011

000 001

Definicja. Niech G bedzie grafem prostym, ktorego zbiorem wierzchotkéw jest V. Do-
petnieniem G grafu G nazywa sie graf prosty, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest V i w

ktorym dwa wierzchotki sg sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy nie sa sasiednie w grafie G.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia pewien graf i jego dopelnienie:

Definicja. Grafem planarnym nazywa sie graf, ktory moze by¢ narysowany na plaszczyz-
nie tak, ze dowolne dwie jego krawedzie nie przecinaja siec w zadnym punkcie ptaszczyzny
(poza ewentualnym wspdlnym wierzchotkiem). Taki rysunek grafu nazywa sie jego pla-

narng reprezentacyq.

Przyklad. Graf pelny K, jest planarny o czym swiadczy chociazby rysunek pierwszego

grafu platonskiego:
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Twierdzenie. (Fary-Wagner) Dowolny planarny graf prosty posiada planarna repre-

zentacje, w ktorej kazda krawedz jest odcinkiem linii proste;.

(bez dowodu)

Definicja. Niech G bedzie grafem planarnym. Kazda planarna reprezentacja grafu G
dzieli zbiér punktow ptaszcezyzny, ktore nie leza na GG, na obszary nazywane Scianami.

Zbior Scian grafu G oznacza si¢ przez F.

Przyktad. Graf z ponizsza planarna reprezentacja ma 8 Scian:

Lemat. Niech G bedzie grafem spojnym niezawierajacym cykli i majacym n wierzchot-
kow. Wtedy G ma n — 1 krawedzi.

Dowdéd. Dowdd przeprowadzimy indukeyjnie wzgledem liczby wierzchotkéw n. Dlan = 11
n = 2 teza jest oczywista. Zatézmy, ze teza lematu jest prawdziwa dla kazdego k < n — 1.
Wezmy graf spojny G niezawierajacy cykli i majacy n wierzchotkéw. Poniewaz G nie
zawiera cykli, wiec usuniecie ktérejkolwiek krawedzi musi spowodowaé rozpad G na dwa
grafy, z ktorych kazdy jest spojny i nie zawiera cykli. Z zatozenia indukcyjnego wynika,
ze liczba krawedzi w kazdym z tych graféw jest o jeden mniejsza od liczby wierzchotkdw.

Stad wynika, ze liczba wszystkich krawedzi grafu G jest rownan — 1. [

Twierdzenie. (Euler) Niech G = (V, E) bedzie sp6jnym grafem planarnym oraz niech
F bedzie zbiorem $cian grafu G. Wtedy
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VI =Bl +[F] =2.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem liczby krawedzi grafu G. Niech
|E| = m. JeSli m = 0, to |[V| = 1 (bo graf G jest spéjny) oraz |F| = 1. Twierdzenia
zatem jest prawdziwe. Zatdézmy teraz, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich graféw
majacych co najwyzej m — 1 krawedzi i niech G bedzie grafem majacym m krawedzi. Jesli
graf G nie zawiera cykli, to z Lematu, m = |V| — 11 |F| = 1, a wiec rzeczywiscie
V| — |E| + |F| = 2. Jesli graf G zawiera cykle, to niech e bedzie dowolna krawedzia
jakiego$ cyklu w G. Wtedy graf G — e jest spéjnym grafem planarnym majacym |V|
wierzchotkéw, m — 1 krawedzi i |F| — 1 §cian, a wiec z zalozenia indukcyjnego wynika, ze

zachodzi rownosé

Vi—(m-1)+[F|-1=2.

Stad

\V|—|E|+|F|=2. 0O

Kolejne trzy twierdzenia wynikaja z twierdzenia Eulera.

Twierdzenie. Niech G = (V, FE) bedzie sp6jnym planarnym grafem prostym. Wtedy

|E| < 3|V| 6.

Dowéd. Zatézmy, dla utatwienia argumentacji, ze graf G nie zawiera wierzchotkéw stop-
nia 1. Niech F' = {F|, F5, ..., F}} bedzie zbiorem wszystkich Scian grafu G. Niech |F;|
oznacza liczbe krawedzi Sciany F;. Poniewaz kazda krawedz rozgranicza dwie Sciany, wiec

zliczajac krawedzie kolejnych $cian otrzymujemy

|Ey| + | Eo| + ...+ |Ex| = 2|E.

7, drugiej strony kazda Sciana jest ograniczona przez co najmniej 3 krawedzie, a wiec
|E;| > 31 stad
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O\E| = |Er| + |Bs| + ... + | Ex| > 3k = 3|F|,

skad

3|F| < 2|E).

Po zastosowaniu wzoru z twierdzenia Eulera otrzymujemy

(1B — [V +2) <2|E],

czyli

|E| <3|V|—6. O

Przyktad. Pokazemy, ze graf pelny K5 nie jest planarny. Przypomnijmy graf Kj:

Graf ten jest wiec spojnym grafem prostym, w ktorym

|E|=10>3|V|-6=3-5—-6=09.
Zatem, na mocy powyzszego twierdzenia, graf K nie jest planarny.

Twierdzenie. Niech G = (V, E) bedzie planarnym grafem dwudzielnym. Wtedy

|E| < 2|V]— 4.
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Dowéd. Przy oznaczeniach z poprzedniego dowodu zauwazmy, ze tym razem |E;| > 4,

bo w grafie dwudzielnym nie ma cykli dtugosci nieparzystej. Stad teraz

4|F| < 2|E|

i na mocy wzoru z twierdzenia FEulera dostajemy

4(|E| - V] +2) < 2B

skad

E| <2lV|—4. O

Przyktad. Pokazemy, ze graf pelny dwudzielny K33 nie jest planarny. Przypomnijmy
graf K 3:

Dla grafu K33 mamy wiec

|E|=9>2|V|-4=2-6—-4=28.
Zatem, na mocy powyzszego twierdzenia, nie jest on planarny.
Twierdzenie. Niech G = (V| E') bedzie spéjnym grafem planarnym o obwodzie r. Wtedy
(r=2)|E|<r(|V]|-2).

Dowdéd. Dowdd przebiega tak samo jak dwa poprzednie, przy czym teraz mamy |F;| >
r. O
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Przyktad. Pokazemy, ze graf Petersena nie jest planarny. Przypomnijmy graf Petersena:

Graf ten jest wiec grafem spojnym, w ktorym

(r—2)|E|=(5-2)-15=45>7r(|V|—2) =5- (10 — 2) = 40.

Zatem, na mocy powyzszego twierdzenia, graf Petersena nie jest planarny.

Uwaga. Z powyzszych rozwazan wiadomo juz, ze grafy K5 i K33 nie sg planarne. Jak si¢
okazuje sg to w pewnym sensie jedyne takie grafy, bo prawdziwe sa nastepujace twierdze-

nia.

Twierdzenie. (Kuratowski) Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera

podgrafu homeomorficznego z grafem K5 lub z grafem Kj 3.

(bez dowodu)

Twierdzenie. Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera podgrafu $ciagal-
nego do grafu K5 lub do grafu Kj .

(bez dowodu)

Twierdzenie. Kazdy planarny graf prosty zawiera wierzchotek stopnia co najwyzej 5.

Dowdéd. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze graf G = (V, E) jest spojny i ma co
najmniej trzy wierzchotki. Wiemy, ze wtedy |E| < 3|V| — 6. Gdyby kazdy wierzchotek

miat stopien co najmniej 6, to mielibySmy nieréwnos¢

6]V <2|E],

czyli

3IV| < |E|.
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Stad

3|V| < 3|V] —6,
co jest niemozliwe. [

Definicja. Grafem eulerowskim nazywa sie taki graf spojny G, w ktorym istnieje za-

mknieta $ciezka zawierajgca kazdg krawedz grafu G. Taka $ciezka nazywa sie cykl Fulera.
Uwaga. Zauwazmy, ze cykl Eulera przechodzi przez kazda krawedz doktadnie raz.

Definicja. Graf G, ktéry nie jest grafem eulerowskim, nazywa sie graf poteulerowski, jesli

istnieje Sciezka zawierajaca kazda krawedz grafu G.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia przyktady grafow: eulerowskiego, poteulerow-

skiego oraz grafu, ktéry nie jest grafem poteulerowskim:

Lemat. Jedli w grafie G kazdy wierzchotek ma stopien rowny co najmniej 2, to graf G

zawiera cykl.

Dowdd. Jesli graf G ma petle lub krawedzie wielokrotne, to lemat jest oczywisty. Za-
tozmy, ze graf G jest grafem prostym. Niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem grafu G.

Tworzymy trase

V— U — Uy — .

przez indukcje, wybierajac jako vy dowolny wierzchotek sasiadujacy z wierzchotkiem v, a
nastepnie, dla kazdego ¢ > 1, wybierajac jako wierzchotek v;, 1 dowolny wierzchotek sasia-
dujacy z v; rézny od v;_; — istnienie takiego wierzchotka wynika z zatozenia o stopniach
wierzchotkéw grafu G. Poniewaz graf G ma tylko skonczenie wiele wierzchotkow, wiec w
koncu musimy wybra¢ wierzchotek wybrany juz wczesniej. Jesli vy jest pierwszym takim
wierzchotkiem, to cze$¢ trasy znajdujaca sie¢ miedzy pierwszym i drugim wystapieniem

wierzchotka vy jest szukanym cyklem. [
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Twierdzenie. (Euler) Graf sp6jny G jest grafem eulerowskim wtedy i tylko wtedy, gdy
stopien kazdego wierzchotka grafu G jest liczbg parzysta.

Dowdd. Niech spojny graf G bedzie grafem eulerowskim. Niech P bedzie cyklem Eulera
w grafie G. Za kazdym razem, gdy cykl P przechodzi przez wierzchotek, udzial krawedzi
nalezacych do tego cyklu w stopniu tego wierzchotka zwigksza sie o 2. Poniewaz kazda
krawedz wystepuje w P doktadnie raz, wiec stopien kazdego wierzchotka musi by¢ liczba
parzysta.

Niech teraz stopien kazdego wierzchotka grafu sp6jnego G bedzie liczba parzysta. Po-
kazemy, ze G jest grafem eulerowskim. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem
liczby krawedzi grafu G. Poniewaz graf GG jest spojny, wiec kazdy wierzchotek ma stopien
rowny co najmniej 2, a zatem z powyzszego lematu wynika, ze graf G ma cykl C'. Jedli
cykl C zawiera kazda krawedz grafu G, to twierdzenie jest udowodnione. W przeciwnym
przypadku usuwamy z grafu G krawedzie nalezgce do C', tworzac w ten sposob nowy graf
H, by¢ moze niespdjny, ktory ma mniej krawedzi niz graf G i w ktorym stopien kazdego
wierzchotka jest nadal liczba parzysta. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze kazda skta-
dowa grafu H ma cykl Eulera. Poniewaz, na mocy sp6jnosci, kazda sktadowa grafu H ma
co najmniej jeden wspolny wierzchotek z C, wiec szukany cykl Eulera w G otrzymujemy
przechodzac krawedzie cyklu C' dotad, az napotkamy nieizolowany wierzchotek grafu H,
przechodzac nastepnie przez cykl Eulera w tej sktadowej grafu H, ktéra zawiera napo-
tkany wierzchotek, potem podazajac znow wzdtuz cyklu C az do napotkania nastepnej

sktadowej grafu H i tak dalej. Ilustruje to ponizszy rysunek:

Postepowanie zakonczy si¢, gdy powrocimy do wierzchotka wyjsciowego. [

Latwe modyfikacje powyzszego dowodu pokazuja prawdziwos$¢ nastepujacych dwéch

wnioskow.

Whiosek. Graf spojny jest grafem eulerowskim wtedy i tylko wtedy, gdy jego zbidr

krawedzi mozna podzieli¢ na roztaczne cykle.

Whiosek. Graf spéjny jest grafem poteulerowskim wtedy i tylko wtedy, gdy ma doktadnie

dwa wierzchotki nieparzystych stopni.
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Uwaga. W grafie péteulerowskim kazda Sciezka Eulera musi zaczynaé si¢ w jednym wierz-

chotku nieparzystego stopnia i konczy¢ w drugim takim wierzchotku.

Kolejne twierdzenie podaje algorytm stuzacy do konstrukcji cyklu Eulera w danym

grafie eulerowskim.

Twierdzenie. (Algorytm Fleury’ego) Niech G bedzie grafem eulerowskim. Wtedy

nastepujaca konstrukcja jest wykonalna i daje w wyniku cykl Eulera w grafie G:

Zacznyg cykl w dowolnym wierzchotku w @ przechodz krawedzie w dowolnej kolejnosci, dbajgc

jedynie o zachowanie nastepujacych zasad:

1) usuwaj z grafu przechodzone krawedzie i wierzcholki izolowane powstajgce w wyniku

usuwania tych krawedzi,

2) w kazdym momencie przechod? przez most tylko wtedy, gdy nie masz innej mozliwosci.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze ta konstrukcja moze by¢ wykonana w kazdym momencie.
Przypusémy, ze dotarliémy wtlasnie do wierzchotka v. Jesli v # u, to podgraf H, ktory
pozostal po usunieciu przebytych krawedzi, jest spojny i zawiera tylko dwa wierzchotki
nieparzystych stopni: u i v. Aby pokazaé, ze nastepny krok konstrukeji moze by¢ wykonany
musimy dowies¢, ze usuniecie nastepnej krawedzi nie rozspojni grafu H, lub réwnowaznie,
ze wierzchotek v jest incydentny z co najwyzej jednym mostem. Ale gdyby tak nie byto,
to istniatby most vw taki, ze sktadowa K grafu H — vw zawierajaca wierzchotek w nie

zawierataby wierzchotka v:

Poniewaz stopien wierzchotka w jest liczba nieparzysta w sktadowej K, wiec stopien pew-
nego innego wierzchotka w tej sktadowej tez musi by¢ liczba nieparzysta, co prowadzi do
sprzecznosci. Jesli natomiast v = u, to dowdd jest w zasadzie taki sam, chyba, ze nie ma
juz wiecej krawedzi incydentnych z wierzchotkiem wu.

Nalezy jeszcze pokazacl, ze ta konstrukcja zawsze daje w wyniku cykl Eulera. Ale jest
to oczywiste, poniewaz w grafie G' nie mogg pozostaé krawedzie nieprzebyte, gdy zostata

usunieta ostatnia krawedz incydentna z wierzchotkiem u. Gdyby tak sie stato, to usuniecie
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pewnej wczesniejszej krawedzi incydentnej z ktoras z pozostatych krawedzi rozspojnitoby

graf, co jednak przeczy zasadzie 2). O

Definicja. Grafem hamiltonowskim nazywa sie taki graf spéjny G, w ktérym istnieje

zamknieta droga przechodzaca przez kazdy wierzchotek grafu G.

Uwaga. Oczywiscie zamknieta droga istniejaca w grafie hamiltonowskim przechodzi przez

kazdy wierzchotek doktadnie jeden raz.

Definicja. Graf G, ktéry nie jest grafem hamiltonowskim, nazywa sie graf pothamilto-

nowski, jesli istnieje droga przechodzaca przez kazdy wierzchotek grafu G.

Uwaga. Oczywiscie znowu droga ta przechodzi przez kazdy wierzchotek doktadnie jeden

raz.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia przyktady grafow: hamiltonowskiego, péthamil-

tonowskiego oraz grafu, ktory nie jest grafem pothamiltonowskim:

Twierdzenie. (Ore) Jedli graf prosty G ma n wierzchotkéw, gdzie n > 3, oraz

du)+d(v) =n

dla kazdej pary wierzchotkow niesgsiednich u i v, to graf G jest hamiltonowski.

Dowdd. Zalézmy, ze graf G nie jest hamiltonowski. Wtedy dodajac do G odpowiednig
ilo$¢ krawedzi mozemy otrzymac graf G, ktory jest juz grafem hamiltonowskim. Usuwa-
jac z (G jedna krawedz uzyskujemy graf G, ktory jest pothamiltonowski. Niech droga
istniejaca w takim grafie bedzie droga

V| — Vg — ... — Up.

Oczywiscie wierzchotki v; i v, nie sg sasiednie. Na mocy zatozenia

d(vy) + d(vy,) > n,
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poniewaz dodanie krawedzi do grafu G zachowuje nieréwnosci zawarte w zatozeniu twier-
dzenia. Z powyzszej nieréwnosci wynika, ze istnieja wierzchotki v; oraz v;_; takie, ze v;

sasiaduje z wierzchotkiem vy, natomiast v;_; sasiaduje z wierzchotkiem v,,:

Un

Un—
vy n—1
V2

Vi—1 Vs

Ale wtedy droga

V] = Vg — ... = Vi1 = Uy = VUpl — ... U

i — U1

jest zamknieta, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze graf nie jest hamiltonowski. [J
Z twierdzenia Orego wynika natychmiast twierdzenie.

Twierdzenie. (Dirac) Jesli graf prosty G ma n wierzchotkow, gdzie n > 3, oraz d(v) >

N3

dla kazdego wierzchotka v grafu G, to graf G jest hamiltonowski.

Definicja. Digraf D = (V, A) jest to para skladajaca sie ze skorficzonego zbioru wierz-

chotkéw V' oraz ze skonczonego zbioru tukow A, gdzie tuki to uporzadkowane pary wierz-

chotkéw:

AC {(u,v):u,vé V,u;év}.

Uwaga. Luk (u,v) zwykle zapisuje sie jako uwv. Na rysunku kolejno$é wierzchotkow w

danym tuku jest wskazywana za pomoca strzatki.

Definicja. Szkieletem digrafu D nazywa si¢ graf otrzymany z D przez zastapienie kazdego

huku wv odpowiadajacg mu krawedzia uv.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia przyktadowy digraf oraz jego szkielet:
u z u z
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Definicja. Digrafem prostym nazywa sie digraf D, w ktérym wszystkie tuki sg rézne oraz

w D nie ma petli.
Uwaga. Szkielet digrafu prostego nie musi by¢ grafem prostym.

Uwaga. Definicje wielu poje¢ dotyczacych graféw w naturalny sposéb uogdlniaja sie na

przypadek digrafow.

Definicja. Grafem z wagaminazywa sie graf spojny, w ktorym kazdej krawedzi przypisano
pewng liczbe nieujemna. Liczba ta nazywa sie waga danej krawedzi e 1 jest oznacza przez

w(e).
Uwaga. Wagi moga oznacza¢ dtugosci drog, czas podrozy, koszt przejazdu, itp.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia przyktadowy graf z wagami:

Definicja. Zagadnienie najkrotszej drogi polega na znalezieniu drogi tgczacej dwa punkty
grafu z wagami majacej najmniejszg catkowita wage. Na przykltad dla grafu z wagami
z powyzszego przyktadu zagadnienie polega na znalezieniu drogi z A do L majacej naj-

mniejsza catkowityg wage.

Uwaga. Algorytm rozwigzania zagadnienia najkrotszej drogi polega na przesuwaniu sie
wzdtuz grafu od wierzchotka wyjsciowego do kolejnego wierzchotka przypisujac kazde-
mu wierzchotkowi v liczbe wskazujaca najmniejszg wage od wierzchotka wyjsciowego do

wierzcholka v.

Przyktad. Dla grafu z wagami z poprzedniego przyktadu znajdziemy najkrotsza droge z
punktu a do punktu [. Mamy:

82



1) do punktu b mozna doj$é z punktu a najkrétsza droga a — b, a do ¢ najkrétsza droga

a — c. Zatem punktowi b przyporzadkowujemy liczbe 3, a punktowi c liczbe 2:

2) do punktu d najkrétsza droga wiedzie przez punkt b:
b—d 5,
a do punktu e bezposrednia droga nie jest najkrotsza, bo mamy:

a—e 9,
b—e 7,

c—e 8.

Stad punktowi e przyporzadkowujemy liczbe 7 i mamy:
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3) do punktu f mozna dojsé¢ z punktéow ¢ lub e drogami:

c— f 11,
e—h— f 10.

Punktowi f przyporzadkowujemy wiec liczbe 10:

4) do punktu g mozna dojs¢ z punktéw d lub e drogami:

d— g 8,
e—g 8.

Zatem punktowi g przyporzadkowujemy liczbe 8:
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5) do punktu h mozna doj$¢ z punktéw e lub f drogami:

e—h 9,
f—h 11.

Przyporzadkowujemy punktowi h liczbe 9:

7) do punktu j mozna doj$¢ z punktéw g lub h drogami:

g—J 13,
h—j 14,

a do punktu 57 mozna dojs$¢ z punktow h lub ¢ drogami:

h — k 15,
1 — k 14.

Stad
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8) do punktu [ mozna dojsé z punktow h, j lub k drogami:

h—1 18,
J— 1 18,
k—1 17.

Przyporzadkowujemy punktowi [ liczbe 17:

Realizujac opisany algorytm przeszlismy jednoczes$nie najkrotsza droge z a do [. Mozemy

ja zapisac:

a—b—e—h—f—oi—k—l

Definicja. Drzewem nazywa sie kazdy graf spojny nie zawierajacy cykli.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia przyktadowe drzewa:
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Twierdzenie. Niech T bedzie grafem majacym n wierzchotkow. Wtedy nastepujace wa-

runki sa rownowazne:

1) T jest drzewem,

2) T nie zawiera cykli i ma n — 1 krawedzi,

3) T jest grafem spéjnym i ma n — 1 krawedzi,

4) T jest grafem spojnym i kazda krawedz jest mostem,

5) kazde dwa wierzcholki grafu T' sa potaczone dokladnie jedna droga,

6) T nie zawiera cykli, ale po dodaniu dowolnej nowej krawedzi otrzymany graf ma

doktadnie jeden cykl.

Dowdd. Jesli n = 1, to twierdzenie jest trywialne. Zatézmy, ze n > 2.

(1) = (2). Patrz lemat przed twierdzeniem Eulera.

(2) = (3). Zatézmy, ze graf T jest niespojny. Wtedy kazda jego sktadowa jest grafem
spéjnym bez cykli, czyli, na mocy (2), w kazdej sktadowej liczba wierzchotkéw jest o jeden
wieksza od liczby krawedzi. Stad catkowita liczba wierzchotkéw grafu T' jest wieksza od
liczby krawedzi o co najmniej dwa, co przeczy zalozeniu, ze graf T' ma n — 1 krawedzi.

(3) = (4). Usuniecie ktoérejkolwiek krawedzi powoduje powstanie grafu majacego n
wierzchotkéw i n — 2 krawedzi. Wiemy, ze liczba krawedzi m grafu prostego majacego n

wierzchotkéw i k sktadowych spetnia nieréwnosé

m>=n—k.

Stad nasz graf ma dwie sktadowe, czyli jest niespojny. Zatem kazda krawedz grafu T jest
mostem.

(4) = (5). Poniewaz graf T' jest sp6jny, wiec kazde dwa wierzchotki sa potaczone co
najmniej jedng droga. Gdyby istniata para wierzchotkow, ktore taczg dwie drogi, to drogi
te tworzytyby cykl, czyli nie kazda krawedz bytaby mostem.

(5) = (6). Gdyby graf T' zawieral cykl, to kazde dwa wierzchotki w tym grafie bylyby
polaczone co najmniej dwiema drogami, co przeczy zalozeniu. Jesli dodamy krawedz e do
grafu T, to zostanie utworzony cykl, bo wierzchotki incydentne z e byty juz potaczone w
grafie T'. Gdyby powstaly dwa takie cykle zawierajace krawedz e, to w grafie bytby tez
cykl niezawierajacy krawedzi e, co przeczy pierwszej czesci punktu (6).

(6) = (1). Na mocy punktu (6) graf 7" nie zawiera cykli. Wystarczy wiec pokazac,
ze T jest spojny. Zatézmy, ze graf T' jest niespdjny, czyli ma co najmniej dwie sktadowe.
Dodajmy wiec krawedz taczaca wierzchotek nalezacy do jednej sktadowej z wierzchotkiem
nalezacym do innej sktadowej. Oczywiscie nie powstanie wtedy cykl, co przeczy zatozeniu.

Stad graf T' jest spojny. Zatem T jest drzewem. [

Przypomnijmy, ze grafem oznakowanym nazywa sie graf, ktéry ma oznakowane (np.

ponumerowane) wierzchotki. Dwa grafy oznakowane (ponumerowane) beda izomorficzne,
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gdy dwa wierzcholki jednakowo ponumerowane w obydwu grafach (i majace ten sam sto-
pien) beda na siebie przechodzity przy tym izomorfizmie. Zajmiemy sie teraz zagadnieniem

zliczania réznych (nieizomorficznych) drzew oznakowanych.

Przyktad. Na ponizszym rysunku pokazano trzy sposoby oznakowania drzewa majacego

cztery wierzchotki:

Zauwazmy, ze dwa pierwsze drzewa sg izomorficzne oraz zadne z nich nie jest izomorficzne

z trzecim drzewem (poréwnaj stopnie wierzchotka 3).

2

Twierdzenie. (Cayley) Istnieje n"* réznych drzew oznakowanych majacych n wierz-

chotkéw.

Uwaga. Jeden z dowoddéw twierdzenia Cayleya, pochodzacy od Priifera, polega na wska-
zaniu bijekcji miedzy zbiorem drzew oznakowanych majacych n wierzchotkéw i zbiorem
ciagéw skonczonych postaci (a1, as, .. .,a, o) takich, ze 1 < a; <ndlai=1,2,...,n—2.
Ciag taki nazywa sie kod Priifera danego drzewa oznakowanego. Wezmy drzewo oznako-
wane T majace n wierzchotkow. Pokazemy jak okresli¢ odpowiadajacy mu kod Priifera.
Niech b; bedzie najmniejsza liczba przypisang wierzchotkowi koncowemu i niech a; bedzie
nazwa wierzchotka, z ktorym wierzchotek b; sasiaduje. Usuwamy teraz wierzchotek by i
krawedz incydentng z nim, otrzymujac drzewo majace n—1 wierzchotkdéw. Niech nastepnie
by bedzie najmniejsza liczba bedacg nazwa wierzchotka koncowego tego nowego drzewa i
niech ay bedzie nazwa wierzchotka sasiadujacego z wierzchotkiem b,. Usuwamy, tak jak
poprzednio, wierzchotek by i krawedz incydentna z nim. Postepujemy w ten sposéb dotad
az pozostang tylko dwa wierzchotki i ostatecznie otrzymamy ciag (a1, as, ..., a,_2).

Aby teraz otrzymaé przyporzadkowanie odwrotne, wezmy ciag (ai, as, .. ., a,_2). Niech
by bedzie najmniejsza liczba naturalng, ktéra nie wystepuje w tym ciagu. Otrzymujemy
pierwsza krawedz a,b;. Usuwamy teraz liczbe a; z naszego ciagu, pomijamy liczbe by w
dalszych rozwazaniach i kontynuujemy to postepowanie. W ten sposéb budujemy drzewo

krok po kroku, dodajac po jednej krawedzi.

Przyktad. Wyznaczymy kod Priifera drzewa przedstawionego na ponizszym rysunku:
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Mamy:

by =2, a; =6,
by =3, ay =5,
bs =4, az =6,
by =6, ay =5,
bs =5, a5 =

Zostaly juz tylko dwa wierzchotki, wiec to konczy procedure. Otrzymujemy ciag (6, 5,6, 5, 1).
Jesli teraz wezmiemy ciag (6,5,6,5,1), to dla liczb naturalnych 1,2,3,4,5,6,7 otrzy-

mujemy kolejno
by =2, by =3, bs=4, by =6, b5 =5
i odpowiednimi krawedziami beda:

62, 53, 64, 56, 15 oraz 17.

Definicja. Drzewo T = (Vr, Er) nazywa sie drzewo spinajgce grafu spdjnego G =

(Va, Eg), jesli T jest podgrafem grafu G oraz Vp = V.

Uwaga. Zauwazmy, ze aby otrzymaé drzewo spinjace danego grafu spdjnego G nalezy

usung¢ dowolng jedng krawedz z kazdego cyklu grafu G tak, zeby w G nie byto juz cykli.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia graf i jedno z jego drzew spinajacych:

Twierdzenie. Jedli T jest drzewem spinajacym grafu spéjnego G, to
1) kazde rozciecie grafu G ma wspdélna krawedz z T,

2) kazdy cykl w grafie G ma wspdélng krawedz z dopelnieniem 7.

Dowdéd. 1) Niech S bedzie rozcieciem grafu G, czyli zbiorem krawedzi, ktérych usuniecie
powoduje rozpad grafu G na dwa podgrafy G; i G5. Poniewaz T jest drzewem spinajacym
grafu G, wiec T musi zawiera¢ krawedz taczaca pewien wierzchotek nalezacy do G, z

wierzchotkiem nalezacym do Ga; jest to szukana krawedz.
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2) Niech C bedzie cyklem w grafie G niemajacym wspodlnych krawedzi z dopelnieniem

drzewa T'. Wtedy cykl C' musi by¢ zawarty w drzewie T', co jest niemozliwe. [
Na mocy twierdzenia Cayleya otrzymuje sie natychmiast nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie. Graf pelny K, ma n"~2 drzew spinajacych.

Nastepne twierdzenie mozna wykorzysta¢ do obliczania liczby drzew spinajacych do-

wolnego spdjnego grafu prostego.

Twierdzenie. (Macierzowe twierdzenie o drzewach) Niech G bedzie spdjnym grafem
prostym, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest {vy,vs,..., v, } 1 niech M = [myj,xn bedzie
macierza taka, ze m;; = d(v;), m;; = —1, gdy wierzcholki v; i v; sa sasiednie, oraz m;; = 0
w przeciwnym przypadku. Wtedy liczba drzew spinajacych grafu G jest rowna dopetieniu

algebraicznemu dowolnego elementu macierzy M.

(bez dowodu)

Przykltad. Wezmy graf pelny Kj:

Z twierdzenia wiemy, ze ma on 5°~2 = 125 drzew spinajacych. Zauwazmy, Ze na mocy

macierzowego twierdzenia o drzewach macierz M ma nastepujaca postac:

Wyznaczmy dla przyktadu dopekienie algebraiczne drugiego elementu z pierwszego wier-

Sza:
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-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
M,y — (_1)3 . -1 4 -1 -1 wozwr g 0 5 0 0
-1 -1 4 —1 | ws—un 0 0 5 0
w4 —w1
-1 -1 -1 4 0 0 0 5

=—1-(=1)-5-5-5=125.

Nietrudno jest sprawdzi¢, ze dopelnienie algebraiczne dowolnego elementu macierzy M
jest rowne 125. Zatem, na mocy macierzowego twierdzenia o drzewach, graf K faktycznie

ma 125 drzew spinajacych.

Nastepne twierdzenie podaje procedur¢ znajdowania drzewa spinajacego T danego
grafu z wagami tak, aby catkowita waga w(7T) byla jak najmniejsza. Procedura ta nazywa
sie algorytm zachtanny. Algorytm zachtanny moze byé¢ uzyty do rozwigzania na przyktad

zagadnienia najkrotszej drogi.

Twierdzenie. (Algorytm zachlanny) Niech G bedzie grafem z wagami majacym n
wierzchotkéw. Wtedy nastepujaca konstrukcja daje w wyniku drzewo spinajace grafu G

o najmniejszej catkowitej wadze:

1) wybierz krawedz e; o najmniejszej wadze,

2) definiuj krawedzie eg,es, ..., e,_1 wybierajgc za kaidym razem nowq krawedZ o nag-
mniejszej mozliwe] wadze, ktora nie tworzy cyklu z dotychczas wybranymi krawedziami
€;.

Podgraf T grafu G, ktorego krawedziami sq ey, e, . .., e,_1, jest szukanym drzewem spina-
Jjacym.

Dowéd. Graf T'ma n wierzchotkéw, n—1 krawedzi i nie zawiera cykli. Stad 7" jest drzewem

spinajacym grafu G. Wystarczy jeszcze pokazaé, ze T ma minimalng wage caltkowity.

Zalézmy wiec, ze T jest drzewem spinajacym grafu G takim, ze

w(T") < w(T).

Niech e, bedzie pierwsza krawedzig drzewa T, ktéra nie nalezy do T’. Wtedy podgraf
grafu G utworzony z drzewa T" przez dodanie krawedzi e, zawiera doktadnie jeden cykl C'
przechodzacy przez ej. Poniewaz cykl C zawiera krawedz e nalezaca do T” i nienalezaca
do T, wiec podgraf T" otrzymany z T’ przez zastgpienie krawedzi e krawedzig e jest
drzewem spinajacym. Ale z konstrukeji ciagu krawedzi wynika, ze w(eg) < w(e), a wiec
w(T") < w(T"). Drzewo T" ma jedna wiecej wspélng krawedz z drzewem T'. Wynika stad,
ze powtarzajac to postepowanie mozemy przeksztatcié drzewo T" w drzewo T' wymieniajac

po jednej krawedzi i niepowiekszajac tacznej wagi drzewa w zadnym kroku. Zatem
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co przeczy zalozeniu. [

Przyklad. Wyznaczymy drzewo spinajace grafu z wagami

o najmniejszej mozliwej wadze. Drzewo spinajace naszego grafu ma 12 wierzchotkéw i 11
krawedzi. Jako krawedZ e; mozemy wzia¢ krawedzie eg lub fh, bo maja najnizsza wage
rowng 1. Nie ma znaczenia ktérg wezmiemy jako ey, bo te druga wezmiemy jako es. Niech

wiec

e1 =eg, ey = fh.

Nastepnie bierzemy pod uwage krawedzie ac, bd, eh, fi oraz ik o kolejnej najnizszej wadze
rownej 2. Poniewaz wybierajac te krawedzie w zadnym momencie nie utworzymy cyklu,

wiec przyjmujemy

e3=ac, e, =bd, es=-ch, es= fi, e;=1ik.

Wage rowng 3 maja krawedzie ab, dg i kl. Wybranie tych krawedzi nie utworzy cyklu,

wiec mamy

es = ab, eqg=dg, en=kl.

Pozostaje jeszcze wybraé jedng krawedz. Nie moze to by¢ krawedz be o wadze réwnej 4,
bo utworzy ona cykl z juz wybranymi krawedziami bd, dg i eg. Stad jako e;; mozemy
wybraé¢ krawedzie gj, hj lub jl o wadze rownej 5. Zatem nasz graf z wagami ma trzy

drzewa spinajace o najmniejszej wadze réwnej 26:
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lub

lub

Definicja. Graf bez petli G jest k-kolorowalny, jesli kazdemu wierzchotkowi mozna przy-
pisa¢ jeden z k kolorow w taki sposéb, zeby sasiednie wierzchotki miaty rézne kolory.
Jezeli graf G jest k-kolorowalny, ale nie jest (k — 1)-kolorowalny, to méwi sie, ze jest on

k-chromatyczny lub ze jego liczba chromatyczna jest réwna k; pisze sie wtedy x(G) = k.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia graf G, dla ktérego x(G) = 4:
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Graf ten jest zatem k-kolorowalny dla k > 4.

Uwagi.

1. Zaktadamy, ze grafy, ktorymi sie zajmujemy sg grafami prostymi oraz spojnymi.

2. Oczywiste jest, ze x(K,) = n oraz ze istnieja grafy majace dowolnie duze liczby chro-
matyczne.

3. X(G) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grafem pustym.

4. x(G) = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy G jest niepustym grafem dwudzielnym.

5. Kazde drzewo jest 2-kolorowalne, podobnie graf cykliczny C),, gdy n jest parzyste.

6. Graf Petersena oraz dla n nieparzystego grafy C,, i W,, sa 3-chromatyczne.

Twierdzenie. Jesli G jest grafem prostym, w ktorym najwiekszym stopniem wierzchotka
jest A, to graf G jest (A + 1)-kolorowalny.

Dowéd. Dowod prowadzimy przez indukcje wzgledem liczby wierzchotkow grafu G. Jesli
graf G ma 1 lub 2 wierzchotki, to twierdzenie jest oczywiste. Zatézmy, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla kazdej liczby wierzchotkéw k < n— 1. Niech graf prosty G ma n wierzchot-
kéw. Jesli usuniemy z niego dowolny wierzchotek v wraz z krawedziami z nim incydent-
nymi, to otrzymany graf bedzie grafem prostym, ktéry bedzie miat n — 1 wierzchotkéw
oraz najwiekszy stopien wierzchotka bedzie nie wiekszy niz A. Z zatozenia indukcyjnego
wynika, ze ten graf jest (A + 1)-kolorowalny. Wtedy (A + 1)-kolorowanie grafu G otrzy-
mujemy nadajac wierzchotkowi v kolor inny niz kolory (co najwyzej A) wierzchotkow

sagsiadujacych z v. [
Zachodzi réwniez nieco silniejsze twierdzenie.

Twierdzenie. (Brooks) Jesli G jest spojnym grafem prostym niebedacym grafem pet-
nym i jesli najwiekszy stopien wierzchotka grafu G wynosi A, gdzie A > 3, to graf G jest

A-kolorowalny.

(bez dowodu)

Ograniczmy teraz nasze rozwazania do graféw planarnych. Latwo pokazuje sie, ze

kazdy planarny graf prosty jest 6-kolorowalny. Bardziej wnikliwe rozumowanie pokazuje,
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ze taki graf jest nawet H-kolorowalny. Mamy natomiast nastepujace twierdzenie o czterach

barwach.

Twierdzenie. (O czterech barwach dla graféw planarnych, Appel i Haken)

Kazdy planarny graf prosty jest 4-kolorowalny.
(bez dowodu)

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem kolorowania $cian grafu planarnego.
Definicja. Mapg nazywa si¢ graf planarny 3-spojny.

Uwaga. Bezposrednio z definicji wynika, ze mapa nie zawiera rozcie¢ majacych 1 lub 2

krawedzie, a wiec w szczegdlnosci nie ma wierzchotkéw stopnia 1 lub 2.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia przyktad mapy:

Uwaga. Pojecie mapy zgadza sie z potocznym rozumieniem mapy przedstawiajacej pan-

stwa.

Definicja. Mapa jest k-kolorowalna(f), jesli jej $ciany mozna pokolorowaé k kolorami w
taki sposob, zeby zadne dwie Sciany ograniczone wsp6lng krawedzia nie byty pokolorowane

tym samym kolorem.

Uwaga. Zagadnienie polega wiec na takim pokolorowaniu mapy przedstawiajacej wiele
panstw, zeby zadne dwa panstwa majace wspoélng granice nie byly pokolorowane tym

samym kolorem.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia mape, ktéra jest 3-kolorowalna(f):
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Twierdzenie. (O czterech barwach dla map)

Kazda mapa jest 4-kolorowalna( f).

(bez dowodu)
Pokazuje si¢, ze obie postacie twierdzenia o czterech barwach sg réwnowazne.

Twierdzenie. Twierdzenie o czterech barwach dla map jest réwnowazne z twierdzeniem

o czterech barwach dla graféw planarnych.

(bez dowodu)
Podamy teraz warunki, w ktorych mape mozna pokolorowa¢ 2 lub 3 kolorami.

Twierdzenie. Mapa G jest 2-kolorowalna(f) wtedy i tylko wtedy, gdy graf G jest grafem

eulerowskim.

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze mapa G jest 2-kolorowalna(f). Dla kazdego wierzchotka
grafu G liczba Scian otaczajacych ten wierzchotek musi by¢ parzysta, poniewaz moga
one by¢ pokolorowane dwoma kolorami. Wynika stad, ze kazdy wierzchotek ma stopien
parzysty. Zatem, na mocy twierdzenia Eulera, graf G jest grafem eulerowskim.

Zalézmy teraz, ze graf G jest grafem eulerowskim. Sciany grafu G kolorujemy dwo-
ma kolorami w nastepujacy sposoéb. Wybieramy dowolng $ciang F' i kolorujemy ja na
czerwono. Rysujemy krzywe z pewnego punktu x na Scianie F' do pewnych punktéw na
wszystkich pozostatych $cianach, nieprzechodzace przez zaden wierzchotek grafu G. Jesli
taka krzywa przecina parzysta liczbe krawedzi, to Sciane, do ktorej dochodzi kolorujemy

na czerwono; w przeciwnym razie na niebiesko. Ilustruje to ponizszy rysunek:

Ten sposob kolorowania jest dobrze okreslony, o czym mozna sie przekona¢ wybierajac
wcykl” ztozony z dwoch takich krzywych i dowodzac, ze przecina on parzysta liczbe kra-
wedzi grafu G — korzystamy z tego, ze kazdy wierzchotek jest incydentny z parzysta liczba
krawedzi. [

Twierdzenie. Niech G bedzie mapa kubiczna. Wowczas mapa G jest 3-kolorowalna( f)
wtedy i tylko wtedy, gdy kazda jej Sciana jest ograniczona parzysta liczba krawedzi.

(bez dowodu)
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Definicja. Graf G jest k-kolorowalny(e) (lub k-kolorowalny krawedziowo), jesli krawe-
dzie mozna pokolorowa¢ k kolorami w taki sposob, zeby zadne dwie sasiednie krawedzie
nie miaty tego samego koloru. Jezeli graf G jest k-kolorowalny(e), ale nie jest (k — 1)-

kolorowalny(e), to méwi sie, ze jego indeks chromatyczny wynosi k i pisze sie ' (G) = k.

Przyktad. Ponizszy rysunek przedstawia graf G, dla ktérego x'(G) = 4:

Uwagi.

1. X' (C,) = 2 dla n parzystych oraz x'(C,) = 3 dla n nieparzystych.

2. X'(W,) =n—1dlan > 4.

3. X'(K,) = n dla n nieparzystych (n # 1) oraz x'(K,) =n — 1 dla n parzystych.

Nastepne twierdzenie podaje bardzo dobre oszacowanie indeksu chromatycznego grafu

prostego.

Twierdzenie. (Vizing) Jesli G jest grafem prostym, w ktérym najwiekszy stopien wierz-

chotka wynosi A, to

A< X(G)<A+1.

(bez dowodu)

Ponizsze twierdzenie podaje zwigzek miedzy twierdzeniem o czterech barwach i kolo-

rowaniem krawedzi grafu.

Twierdzenie. Twierdzenie o czterech barwach jest rownowazne stwierdzeniu, ze x'(G) =

3 dla kazdej mapy kubicznej G.
(bez dowodu)

Na koniec sformutujemy twierdzenie o indeksie chromatycznym grafu dwudzielnego.

Twierdzenie. (Konig) Jesli w grafie dwudzielnym G najwiekszy stopien wierzchotka
wynosi A, to }'(G) = A.

(bez dowodu)

Wnhiosek. \'(K,,,) = max(m,n).
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9. Algebry Boole’a i funkcje booleowskie

Definicja. Niech A bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Dzialaniem n-argumentowym

w zbiorze A nazywa sie dowolng funkcje f : A" — A.

Uwaga. Interesuja nas dziatania n-argumentowe tylko dla n = 0, 1, 2, przy czym dziatanie
0-argumentowe okresla pewien ustalony element zbioru A nazywany elementem wyroznio-

nym.

Przyktad. W zbiorze liczb rzeczywistych R

1) dziataniem 0O-argumentowym moze by¢ ustalona liczba rzeczywista, na przyktad 0 lub
1

2) dziataniem jednoargumentowym moze by¢ przyporzadkowanie liczbie rzeczywistej licz-

Y

by do niej przeciwnej,
3) dziataniem dwuargumentowym moze by¢ przyporzadkowanie dwu liczbom rzeczywi-

stym ich sumy.

Definicja. Algebrg Boole’a nazywa sie zbiér A z dwoma dziataniami dwuargumentowymi
V i A, dzialaniem jednoargumentowym ' oraz réznymi elementami 0 i 1, spelniajacymi

nastepujace prawa:

l)zVy=yVzizAy=yAz (prawa przemiennosci),

2) (xVy)Vz=zV(yVz)i(xAy)ANz=zA(yAz) (prawa tacznosci),
NaxV(yAz)=(xVy ANxVz)ixzA(yVz)=(zAy)V(xAz) (prawa rozdzielnosci),
4)xV0=xixAl=zx (prawa identycznosci),

5)xVa' =1iz Az’ =0 (prawa dopelnienia).

Dziatanie V nazywa sie suma, A\ — iloczyn, a dzialanie jednoargumentowe ' — dopelnienie.

Przyktady.

1. Zbiér P(X) wszystkich podzbioréw niepustego zbioru X wraz z dziataniami sumy U,
iloczynu N i dopetnienia ’ jest algebrg Boole’a, w ktérej zerem jest (3, a jednoscig zbior X.
2. Zbior B = {0, 1} z dzialaniami logicznymi V, A i’ traktowanymi jako alternatywa,
koniunkcja i negacja zdan o wartosciach logicznych 0,1, jest algebra Boole’a. Ponizsze

tablice podaja opis dziatan Vv, A i

— o
)
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3. Zbiér B" = BxBx---xB (z n czynnikami B) ciagéw zerojedynkowych dtugosci n wraz

z dzialaniami booleowskimi V, A i’ pochodzgcymi od odpowiednich dzialan w zbiorze B,

/!

jest algebra Boole’a. Dziatania V, A i’ sa wtedy zdefiniowane po wspotrzednych. Na

przyktad:

(al,ag,...,an)\/(bl,bg,...,bn):(al\/bl,QQng,...,an\/bn).

Twierdzenie. Nastepujace wtasnosci zachodza w kazdej algebrze Boole’a:

l)zxVz=xizAx=x (prawa idempotentnosci),
2)zV1=1izA0=0 (nastepne prawa identycznosci),

3) (xANy)Ve==x1i(zVy)Ax=x (prawa pochlaniania),
) (xVy) =2"Nyi(xAy) =2"Vy (prawa De Morgana).

Dowéd. 1) Mamy
r=zV0=xV(@Ad)=@Va)A(zVr)=(@Vi)ANl=zVz.

Podobnie pokazuje sie drugie prawo idempotentnosci.

2) Latwo widaé, ze
rVi=zV(@Vvr)=(xVr)Ve=xvas =1

Podobnie pokazuje sie drugie prawo identycznosci.

3) Teraz mamy
(xAy)Ve=(xAy)V(zAl)=xzA(yV]1)=zAl=uz.

Podobnie pokazuje sie drugie prawo pochtaniania.

4) Zauwazmy, ze
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oraz

A (2 /\y’)) vV (y/\ (o /\y'))
s AT )NY)V (:L"/\(y/\y’))

Podobnie pokazuje sie drugie prawo De Morgana. [

Definicja. Dla dowolnych elementow z, y algebry Boole’a definiuje sie relacje < nastepu-

jaco:
r<Yy & rVy=uy.
Ponadto
r<y & x<yix#y.

Twierdzenie. Relacja < okre$lona powyzej jest relacjg czesciowego porzadku w algebrze

Boole’a.

Dowdd. Relacja < jest zwrotna, bo x V. = x. Zalézmy, ze x <yiy <z, czylizaVy =1y
iyVax =1z Wobec przemiennosci dziatania V otrzymujemy x = y. Zatem relacja < jest

antysymetryczna. Zatézmy teraz, ze x < yiy < z,czylizVy=yiyVz =z Wtedy
xVz=xV(yVz)=(@@VyVz=yVz=z

Stad x < z, czyli relacja < jest rowniez przechodnia. [
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Uwaga. Latwo wida¢ na mocy praw pochtaniania, ze

Ty & TANYy=1y.

Definicja. Atomem w algebrze Boole’a nazywa sie niezerowy element a, ktéry nie moze

by¢ przedstawiony w postaci sumy dwéch elementéw réznych od niego.

Przyklady.

1. Atomami w algebrze P(X) sa zbiory jednoelementowe {z}.
2. Jedynym atomem algebry B jest 1.

3. Atomami algebry B" sa te ciagi n-elementowe, w ktérych doktadnie jeden wyraz jest

rowny 1, a pozostate sg réwne 0.

Twierdzenie. Niezerowy element = algebry Boole’a A jest atomem wtedy i tylko wtedy,

gdy nie istnieje element y € A taki, ze 0 < y < x.

Dowéd. Niech z # 0 bedzie atomem algebry Boole’a A. Zatézmy, ze istnieje element
y € Ataki, ze 0 < y < x. Wtedy x Vy = x oraz x Ay = y. Rozpatrzmy element z A y'.
Gdyby z Ay’ =0, to

y=yvVOo=yV(@Ay)=@EVa)AyVy)=zrl=uz,
co jest niemozliwe. Ponadto, gdyby =z Ay = z, to
y=xAy=(@ANyY)ANy=xANy ANy)=xN0=0,

co réwniez jest niemozliwe. Zatem mamy Ay’ # 0, t Ay # x oraz x =y V (x Ay'). Stad
x jest sumg dwoch elementéw réznych od x; nie moze wiec by¢ atomem i otrzymujemy
Sprzecznosc.

Zalézmy teraz, ze nie istnieje y € A taki, ze 0 < y < x. Przypusémy, ze x # 0 nie jest
atomem algebry A. Wtedy istnieja a,b € A takie, ze x =aVbia# xib# z. Stad a # 0.
Z prawa pochtaniania, a A (a V b) = a, czyli a < a Vb = x. Stad

O<a<czx

i mamy sprzdczno$é¢. Zatem x jest atomem algebry Boole’a A. [J

Twierdzenie. Niech B bedzie skoniczong algebra Boole’a, ktoérej zbiorem atomoéw jest
zbior A = {ay, as, ..., a,}. Kazdy niezerowy element x algebry B moze by¢ przedstawiony

w postaci sumy réznych atomow:
rT=a; Va,V--Va;.
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Ponadto ten sposob przedstawienia jest jednoznaczny z doktadnoscig do kolejnosci ato-

mow.

Dowéd. Niech x € Bix # 0. Jezeli x € A, to twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy wiec,

ze x nie jest atomem algebry B. Przypusémy, ze = nie jest sumg atomow. Wtedy
r=yVz,

gdzie 0 < y < x, 0 < 2z < z oraz co najmniej jeden z elementoéw y i z nie jest sumag
atomoéw. Powyzsze rozumowanie mozemy powtorzy¢ dla tego elementu y lub z, ktéry nie

jest sumg atoméw. W konsekwencji otrzymujemy cigg malejacy
el o< < T

elementow algebry B niebedacych sumami atomow. Cigg ten jest skonczony, bo algebra
B jest skoniczona, wiec istnieje w tym ciggu element najmniejszy. Element ten jest ato-
mem; z drugiej strony, wobec zatozenia dotyczacego x, nie jest on atomem. Otrzymalismy
Sprzecznosc.

Pokazemy teraz jednoznacznos$é¢ przedstawienia x w postaci sumy atomow. Zatézmy,

ze

r=mnVy V-V,
oraz

r=z1V2V---Vz,
gdzie yi, Y2, ..., Yp, 21, 22, - - - , Zg Sa atomami. Wtedy

r=xAz=Az1)V(Az)V---V(yi Azg) V-V (yp A zg).
Zauwazmy, ze
yiNzj=0luby, =z dlai=1,2,...,p,j=1,2,...,q,
bo y; oraz z; sg atomami. W ten sposob twietdzenie zostalo udowodnione. [
Definicja. Funkcjg booleowskq n-argumentowa nazywa sie funkcje
f:B" —B.

Zbiér wszystkich n-argumentowych funkcji booleowskich oznacza sie przez BOOL(n).

Uwaga. Funkcje booleowskg mozna traktowac jako kolumne w matrycy logicznej. Ponizej
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przyktadowa matryca dla funkcji booleowskiej trojargumentowej:

_ R R RO O O OoOf8
[ = = T s S Sy SO e T el AN
_ O = O = O = O\
_ O O O = O = »—‘Kh

Zauwazmy przy tym, ze mozliwych funkcji tréjargumentowych jest 28 = 256, czyli
|BOOL(3)| = 256.

Uwaga. Zauwazmy, ze zbior BOOL(n) z dziataniami booleowskimi V, A i’ zdefiniowa-

nymi dla f, g € BOOL(n) nastepujaco:

jest algebra Boole’a. Zauwazmy ponadto, ze atomami w tej algebrze sa te i tylko te
funkcje booleowskie f : B" — B, ktore przyjmuja warto$¢ 1 w doktadnie jednym punkcie

algebry B".

Definicja. Wyrazenia booleowskie n zmiennych x1,x,, ..., x, definiuje sie rekurencyjnie

w nastepujacy sposob:
e symbole 0,1 oraz xy, s, . . . , ,, 83 Wyrazeniami booleowskimi zmiennych x, xs, ..., x,,
e jezeli E) i Fy sa wyrazeniami booleowskimi zmiennych xq, s, ..., z,, to (£ V E3),
(E1 A Es) oraz Ef sa réwniez wyrazeniami booleowskimi.
Uwaga. W praktyce opuszcza sie zewnetrzne nawiasy oraz korzysta sie z praw tacznosci.
Przyktady.

1. Przyktadowe wyrazenia booleowskie trzech zmiennych:

(xVyY)A@' V)AL (@ A2)V (' Ay) V7.
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2. Przyktadowe wyrazenie booleowskie n zmiennych:

(xy Axag A ANxp) V(TP ATo Ao Axp) V(T ATy AN AN xy).

Uwaga. Uzywanie obu symboli V i A prowadzi do powstawania dtugich i nieczytelnych
wyrazen booleowskich, wiec zazwyczaj zastepuje sie spojnik A kropka lub pomija catko-

wicie.
Przyktad. Pierwsze z wyrazen booleowskich z poprzedniego przyktadu przyjmuje postac:

(xVy)(z'V 2)L

Definicja. Jedli F jest wyrazeniem booleowskim n zmiennych x1, xs, . . ., x,, to E definiuje
funkcje booleowska f : B™ — B, ktérej wartoscia dla argumentu (aj,as,...,a,) jest
element algebry B otrzymany przez zastapienie w wyrazeniu E zmiennej x; wartoscia a;
dla:=1,2,...,n.

Przyktad. Wartoéci funkcji booleowskiej f : B> — B, odpowiadajace wyrazeniu 2’z V

x'y V 2’ przedstawia ponizsza tabela:

x oy z|x'z|dy || dzVvayv
000 0] O0]1 1
0 0 1|1 010 1
01 0] 0 1|1 1
01 1] 1 110 1
1 0 0] 0 0|1 1
1 0 110 010 0
1 100 01 1
1 11,0010 0

Uwaga. Czesto uzywa sie wyrazen booleowskich jako nazw funkcji booleowskich, ktore

one definiuja.

Przyktad. Funkcja nalezaca co zbioru BOOL(3) majaca nazwe zy'z jest zdefiniowana

wzorem xy'z(a, b, c) = ab'c dla wszystkich (a, b, c) € B3, a wicc

1, jeslia=1,b=0,c=1,

0 w przeciwnym przypadku.

zy'z(a,b, c) = {

Zauwazmy przy tym, ze poniewaz funkcja ta przyjmuje wartosé¢ 1 tylko w jednym punkcie

algebry B3, wiec jest atomem algebry Boole’a BOOL(3). Pozostatymi siedmioma atomami
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algebry Boole’a BOOL(3) sa
/

xyz, xyZ, xy'Z, xyz, 2y, 2'y'z oraz a'y'Y.

Definicja. Dwa wyrazenia booleowskie nazywa sie réwnowazne, jesli odpowiadajace im

funkcje booleowskie sg takie same.
Przyktad. Wyrazenia z(y V 2) i (zy) V (x2) sa rownowazne (co tatwo mozna sprawdzic).
Uwaga. Pisze sic F = F, jesli dwa wyrazenia booleowskie E i F' sa rownowazne.

Definicja. Symbolem atomowym nazywa si¢ wyrazenie booleowskie sktadajace si¢ tylko

z jednej zmiennej lub jej dopeienia (np. = czy /).

Definicja. Illoczynem minimalnym n zmiennych nazywa sie iloczyn doktadnie n symboli

atomowych, z ktérych kazdy zawiera inng zmienna.
Uwaga. Kazdy atom algebry BOOL(n) odpowiada pewnemu iloczynowi minimalnemu.

Przyktady.

1. Wyrazenie xy'z jest iloczynem minimalnym 3 zmiennych, bo jest atomem algebry Bo-
ole’a BOOL(3).

2. Wyrazenia

2, 2, xyr'z

nie sa iloczynami minimalnymi 3 zmiennych.

Wiemy, ze kazdy niezerowy element skoniczonej algebry Boole’a moze by¢ przedsta-
wiony w postaci sumy réznych atoméw, przy czym przedstawienie to jest jednoznaczne, z
doktadnoscia do kolejnosci atoméw. Poniewaz BOOL(n) jest skoniczona algebra Boole’a,
wiec kazde wyrazenie booleowskie n zmiennych jest rownowazne z suma réznych iloczy-
now minimalnych, przy czym takie przedstawienie w postaci sumy jest jednoznaczne, z

doktadnoscia do porzadku, w jakim sg wypisane te iloczyny minimalne.

Definicja. Postacig kanoniczng wyrazenia booleowskiego E nazywa si¢ sume iloczynéw

minimalnych rownowazng z E.

Przyktad. Znajdziemy postaé¢ kanoniczna wyrazenia (3 zmiennych)

(zVy2)(yz)"
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Metoda 1

Wypisujemy w tabelce wszystkie wartosci funkcji booleowskiej, ktérej odpowiada to wy-

razenie:

—_ = R =R, O O O Of8
_ = O O R R O Ol
—_ O = O = O = Ol

Bierzemy pod uwage te wiersze, w ktorych w ostatniej kolumnie jest 1. Patrzymy dla

jakich wartosci x,y, z mamy 1. Otrzymujemy postaé¢ kanoniczng:
2y Vay' 2V ay'zvays.

Metoda I1
Zajmiemy si¢ samym wyrazeniem i korzystajac z praw algebry Boole’a sprobujemy do-

prowadzi¢ je do postaci kanonicznej:

(xVy)(yz) = (xVy)(y V2 z prawa De Morgana
= (z(y' V)V ((yz")(y V7)) z prawa rozdzielnosci
= (xy/ V2"V (y2'y vV y'2) z prawa rozdzielnosci
= (xy/ Vz2") V (0 V y2') z réwnosci yy' = 0,27 = 2/
=ay Va Vy z prawa lacznodci 1 wlasnodci zera
=zy1Vazld Vviy z prawa identycznosci
=zy'(zVZ)ValyVy)dV(zVva)y z prawa dopelnienia
=axy'zVayZ Vaoyd Vay'Z Vvay vy z prawa rozdzielnosci
=zy'zVay'Z Vay Vaiyd z prawa idempotentnosci

106



10. Elementy teorii automatéw

Rozwazac¢ bedziemy matematyczne modele skoniczonych maszyn sekwencyjnych. Skon-
czone maszyny sekwencyjne to maszyny akceptujace skonczone ciagi symboli wejsciowych.
W okreslonej jednostce czasu maszyna taka znajowacé si¢ moze w jednym ze skonczonej
ilosci stanéw. Istnieje réwniez skonczony zbiér symboli wyjsciowych. Stan maszyny, jak
i symbol wyjsciowy zaleza od wprowadzonego symbolu wejsciowego i stanu, w jakim by-
ta maszyna poprzednio. Maszyny cyfrowe i ich czesci sa takimi skonczonymi maszynami

sekwencyjnymi.

Definicja. Pélautomatem nazywa sie trojke (S, X, d), gdzie S = {s1, s9, . .., S, } jest skoni-
czonym zbiorem standéw, X = {1, xq,..., 2} jest skonczonym zbiorem niepustym zwa-
nym zbiorem symboli wejsciowych, a 6 : S x X — 9 jest funkcja zwang funkcjg zmiany

stanow.

Przyktad. (Pulapka na myszy)
Niech X = {z1,25} 1.5 = {s1, s2}. Symbol x; oznacza mysz w zasiegu putapki, natomiast
2o oznacza brak myszy w zasiegu putapki. Putapka jest w stanie sq, jesli jest nastawiona,

a w stanie sg, jesli nie jest nastawiona. Funkcje zmiany stanow przedstawia ponizsza

tabelka:

0 1 | T2
S1| 82 | S1
S2 | S2. | S2

Dziatanie putapki mozna tez przedstawi¢ za pomoca ponizszego schematu:

T T ‘
2 ‘ )

Definicja. Algebrg polautomatu (S, X, ) nazywa sie algebre (S, (fx)mGX)a gdzie f, : S —
Si fo(s) =9d(s,z) dla kazdego = € X.

Przyktad. Algebrag Pulapki na myszy jest algebra (S, fais fm), gdzie fu, fo, : S — 8

oraz fx1(31) = le(SQ) = 82 1 frz(sl) = 51, fxz(SQ) = S2.
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Definicja. Pétautomat A’ = (S, X, ') nazywa sie podpdlautomatem podtautomatu A =
(S, X,0) i pisze siec A’ C A, jesli " C Sid =05 x X.

Definicja. Potautomat (S, X, §) nazywa sie iloczynem prostym pétautomatéw (S, X', §')
(97, X",0"),jedli S=9"x58" X =X'"xX"1§:5 x5 x X' xX"— 5 x5 oraz

5(8/, S”,ZE,,I‘”) _ (5/(8/,I,), 5,/(S,I,ZE”)) — (fa/c/(s/)’ f;///(S”)) —- f(x’,x”)(sla SN).

Uwaga. Iloczyn prosty dwoch potautomatéw nazywa sie réwniez ich uktadem rownole-
gtym. W teorii automatéw rozwaza si¢ rowniez pétautomaty zwane uktadami szeregowyma
potautomatow. Majg one jednak znacznie naturalniejsza interpretacje w przypadku auto-

matéw (zob. definicje ponizej).

Uwaga. W algebraicznej teorii automatéw istnieja metody konstruowania potautomatow
z uktadéw rownoleglych i szeregowych potautomatoéow o szczegdlnie prostej postaci. Z
drugiej strony istnieje twierdzenie (Krohn-Rodes) méwiace o tym, ze kazdy potautomat

mozna ,roztozy¢” uzywajac tych dwoch konstrukeji na potautomaty takiej prostej postaci.
Uzupekniajac pétautomat o zbior symboli wyjsciowych otrzymuje si¢ automat.

Definicja. Automatem nazywa sie piatke (S, X,0,Y,\) taka, ze (S, X,0) jest pétauto-
matem, Y jest niepustym skonczonym zbiorem zwanym zbiorem symboli wyjSciowych, a

A S x X =Y jest funkcjg zwang funkcjg wyjscia.

Uwaga. Uktad réownolegly automatéw definiuje sie podobnie jak ukltad réwnolegly pot-

automatow.

Definicja. Uklad szeregowy Ay ff As automatdéw A; i Ag jest to automat (57 x.Ss, X1, 0, Ya, A),
gdzie Xy =Y oraz

5((31,52 ) (51 51, 1), 02 ( 82,)\1(51,951)))7
)\((51,52) ) Ao (52,/\1(51,:61)).

Uwaga. Wiele pojec¢ i wlasnosci dotyczacych pétautomatéw mozna przeniesé na automa-
ty. Definiuje sie rowniez pojecie podautomatu. Duzg role odgrywa pojecie réwnowaznosci
automatow (te same wejécia okreslaja w obu automatach te same wyjscia). Jedno z waz-
nych twierdzen teorii automatow mowi, ze dla kazdego automatu istnieje doktadnie jeden

réwnowazny mu automat minimalny (tzn. z minimalng liczba stanéw).
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