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Wstep

Skrypt ten powstal na podstawie wykltadéw z Matematyki dyskretnej, ktére autor
prowadzi na Katolickim Uniwersytecie Lubelskim Jana Pawta II dla studentéw informa-
tyki. Kurs Matematyka dyskretna obejmuje duzo réznych ciekawych tematow. Omawiane
sg elementy logiki i teorii zbioréw, relacje, funkcje, moce zbioréw, indukcja, rekurencja,
kombinatoryka, podstawy teorii graféw, algebry Boole’a, funkcje booleowskie i wreszcie
na koniec absolutne podstawy teorii automatéw. Przedstawione pojecia sg podane w przy-
stepny i zrozumiaty sposob oraz zilustrowane sg wieloma przyktadami. Autor ma nadzieje,
ze skrypt ten bedzie dla studentéw pozycja wartosciows i pomocng w zrozumienu pojeé

matematyki dyskretnej.



1. Elementy logiki

Definicja. Zdaniem w sensie logicznym nazywa sie zdanie oznajmujace, ktéremu mozna
przypisac jedng z dwoch wartosci — prawda lub fatsz. Przyjmuje sie, ze symbolem prawdy

jest 1, a symbolem falszu 0.

Definicja. Zmienng zdaniowq (logiczng) nazywa sie zmienna, w miejsce ktérej wstawia

sie zdanie (prawdziwe lub falszywe) otrzymujac zdanie w sensie logicznym.
Uwaga. Najczesciej zmienne zdaniowe oznacza sie matymi literami: p, q,r, .. ..
Warto$¢ logiczng zdania p oznacza sie symbolem w(p). Zatem

w(p) = 0 oznacza, ze p jest zdaniem fatszywym,

w(p) = 1 oznacza, ze p jest zdaniem prawdziwym.

Ze zdan logicznych mozna tworzy¢ zdania ztozone przy pomocy spojnikow logicznych

(funktorow zdaniotwdrczych). W matematyce uzywane sa nastepujace spojniki logiczne:

e negacja: ~ p lub —p, czyta sie ,nie p” lub ,nieprawda, ze p”,

koniunkcja: p A\ q, czyta sie .,piq”,

alternatywa: p V q, czyta si¢ ,p lub q”,

implikacja: p = q, czyta sie ,,p implikuje ¢” lub ,jezeli p, to q”,

rownowaznosc: p < q, czyta si¢ ,p jest rownowazne ¢” lub ,p wtedy i tylko wtedy,

gdy ¢q”.

Uwaga. W implikacji p = ¢ zdanie p nazywa sie poprzednikiem, a zdanie ¢ nazywa sie

nastepnikiem tej implikacji.

Uwaga. Negacja to funktor jednoargumentowy, a koniunkcja, alternatywa, implikacja i

rownowazno$¢ to funktory dwuargumentowe.

Definicje wartosciowan sp6jnikéw logicznych:
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Definicja. Formulg logiczng nazywa sie wyrazenie zbudowane ze zmiennych zdaniowych,

funktoréw zdaniotworczych oraz nawiaséw w nastepujacy sposob:
e zdania proste i zmienne zdaniowe sa formutami logicznymi,

e jezeli P i @ sa formutami logicznymi, to ~ P, (P A Q), (PV Q), (P = Q) oraz

(P < Q) sa réwniez formutami logicznymi.

Definicja. Tautologiq lub prawem rachunku zdan nazywa sie formute logiczna, ktéra jest

prawdziwa bez wzgledu na wartos¢ logiczng wystepujacych w niej zmiennych zdaniowych.

Metody sprawdzania, czy formutla jest tautologia:

1. Metoda zero-jedynkowa: buduje si¢ tablice dla wszystkich uktadow wartosciowan
zmiennych zdaniowych, a nastepnie kolejno ocenia prawdziwosé zdan ztozonych.
Formuta jest tautologia, jesli kolumna odpowiadajaca formule jest ztozona z samych

jedynek.

2. Skrécona metoda sprawdzania wyrazen rachunku zdan: zaktada sie, ze formuta jest
falszywa i na podstawie tabelki warto$ciowan poszczegdlnych funktoréw zdaniotwor-
czych sprawdza si¢ dla jakich wartosciowan zmiennych logicznych jest to mozliwe.

Jesli takich warto$ciowan nie ma, to formuta jest tautologia.

Przyklad. Sprawdzimy metoda zero-jedynkows, czy formuta

p=(~pVaq
jest tautologia. Mamy
w(p) | wlg) | w(~p) | wi~pVyg) wlp=(~pVq))
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 1 1

Zatem formuta ta nie jest tautologia.



Przyktad. Sprawdzimy metoda skrocona, czy formuta

[(pV @A ~p|l=q

jest tautologia. Mamy

Lw([(pVor~pl=q) = {zak.}
2. w((pV A ~p) = {1.}
3. w(qg) =0 {1.}
4. w(pVvq) =1 {2.}
5. w(~p)=1 {2.}
6. w(p) =0 {5.}
7. w(q) = {4.,6.}
8. sprzecznosé {3.,7.}

Zatem formuta ta jest tautologia.

Wybrane prawa rachunku zdan:

e prawa przemiennosci

e prawa lacznosci

e prawa rozdzielnosci

e prawa idempotentnosci



prawo podwdjnego przeczenia

~(~p) & p,
prawo wytaczonego srodka
pV~p,
prawo sprzecznosci
~(p A ~Dp),

prawa De Morgana

~({Ng & (~pV~q),
~ (Vg e (~pA~a),

okreslenie réwnowaznosci
peaelp=aA(@=Dp)
okreslenie implikacji
(p=4q) = (~pVa),
zaprzeczenie implikacji
~p=a e A~a),
prawo transpozycji
(p=4q) = (~qg= ~p)
prawo sylogizmu
(p=a)N(g=1)]=(p=r1)
reguta odrywania

pA(p=q)]=q



prawo symplifikacji

p=(¢=0p),

prawo Dunsa Scotusa

~p=(p=q),

prawo Claviusa

(~p=p)=Dp,

prawo Fregego

p=(@=7)]=[p=q9=@=r)

Uwaga. Prawdziwos¢ wszystkich powyzszych praw tatwo sprawdza si¢ metoda zero-

jedynkowa lub metoda skrécong.

Definicja. Funkcjg zdaniowq nazywa sie¢ wyrazenie zawierajace zmienng zdaniowa, kto-
re staje si¢ zdaniem w sensie logicznym, jezeli w miejsce zmiennej podstawi si¢ nazwe

przedmiotu.

Definicja. Z kazda funkcjg zdaniows zwigzany jest zbior, ktory zawiera nazwy wszystkich
przedmiotow, ktore wolno podstawia¢ w miejsce zmiennej zdaniowej. Zbior ten nazywa

si¢ zakres zmiennej zdaniowey.

Uwaga. Prawdziwo$¢ funkcji zdaniowej moze zaleze¢ od zakresu zmiennej zdaniowej w

niej wystepujacej.

Definicja. Przedmiot spetia funkcje zdaniowa, jezeli po wstawieniu jego nazwy w miejsce

zmiennej zdaniowej w funkcji zdaniowej otrzymuje si¢ zdanie prawdziwe.

Przyklad. Rozwazmy nastepujaca funkcje zdaniowa w zbiorze R wszystkich liczb rzeczy-
wistych:

22 —4x+3=0.

Zakresem zmiennej x wystepujacej w tej funkcji jest zatem zbiér R. Element 3 spelnia
te funkcje zdaniows, a na przyktad element 4 jej nie spetnia. Ponadto funkcja ta nie jest

prawdziwa w zbiorze R\{1, 3}.



Uwaga. Rozpatruje sie réwniez funkcje zdaniowe wiecej niz jednej zmiennej zdaniowej.

Analogicznie méwimy wowczas o zakresach zmiennych i spetnianiu funkcji zdaniowe;j.

Uwaga. Funkcje zdaniowe oznacza sie przez: ¢(x),¥(x,y),. ... Funkcje p, 1, ... nazywa

sie predykaty.

Definicja. Kwantyfikatory to funktory zdaniotwoércze, ktore przeksztatcaja funkcje zda-

niowe w zdanie w sensie logicznym.

Niech zbiér X bedzie zakresem zmiennej zdaniowej x. Rozrézniamy:

e kwantyfikator ogélny (uniwersalny):

/\ o(z) lub Vr e X ¢(x),

reX
czyta sie ,dla kazdego x speliona jest funkcja ¢(x)”.

o kwantyfikator szczegolowy (egzystencjalny):

\/ e(x) lub Jz € X p(z),

zeX

czyta sie istnieje x taki, ze spelniona jest funkcja p(z)”.

Uwaga. Kwantyfikator ogolny jest uogélnieniem koniunkcji, zas szczegdétowy — alternaty-
wy. Niech X = {x1, o, ..., x,} bedzie zakresem zmiennej zdaniowej x w funkcji zdaniowej

o(x). Wowcezas

. ( A 90(93)) & (p(e) A plaa) A A plan),

reX

. ( v 90(26)) & (p(e) V (@) V ..V ol(an).

zeX

Definicja. Zasiegiem kwantyfikatora wystepujacego w danym wyrazeniu jest ta czesé tego
wyrazenia, bedaca réwniez wyrazeniem zdaniowym, ujeta w pare jednakowych nawiasow,

z ktorych otwierajacy wystepuje bezposrednio po danym kwantyfikatorze.

Definicja. Zmienna zdaniowa z nazywa si¢ zmienna wolna wtedy i tylko wtedy, gdy nie

wystepuje w zasiegu zadnego kwantyfikatora, ktory odnosi sie do zmiennej x.

Definicja. Zmienna zdaniowa x nazywa sie zmienna zwigzana przez dany kwantyfikator
wtedy i tylko wtedy, gdy kwantyfikator odnosi sie do zmiennej x, zmienna x wystepuje w

zasiegu tego kwantyfikatora i jest w tym zasiegu zmienng wolna.



Umowa. Opuszczamy nawiasy w ciagu kilku wystepujacych po sobie kwantyfikatorow oraz

w prostych funkcjach zdaniowych wystepujacych bezposrednio po kwantyfikatorze.

Reguta podstawiania:

Jesli P jest prawem rachunku zdan, to podstawiajac w P za zmienne zdaniowe dowolne
funkcje zdaniowe lub zdania zbudowane z funkcji zdaniowych za pomoca funktoréw zda-
niotwérezych i kwantyfikator6w otrzymuje sie funkcje zdaniowa lub zdanie prawdziwe (w

odpowiednim zbiorze).

Przyklad. WeZzmy nastepujace prawo rachunku zdan:

P:(p=q) = (~pVyq).

Podstawmy:
p: N\el,y) oraz q:\/v(z,y).

Otrzymujemy:
P* (/\ oz, y) = \/¢(w,y)) = (N N\ oz y) v \/w(%y)) :

Wybrane prawa rachunku kwantyfikatoréw:

Niech ¢ i 9 beda funkcjami zdaniowymi jednej zmiennej. Niech x bedzie zmienna zdanio-

wa, ktorej zakresem jest zbior X. Mamy

N #(2) = ely), veX,

zeX

N\ e@) = \/ o),

zeX reX

oly) =\ ¢lx), yeX,



e prawa De Morgana dla kwantyfikatorow

~ (/\ @(fﬂ)) < (\/ NsO(:v)),
~ <\/ @(I)) < (/\ Nw(fv)>,

e prawa wilaczania-wytaczania dla kwantyfikatorow

é{(@(ff)\/@/)) & é{s@(x)\/q/) :
\Eé(so(x) V) & \E/Xgo(x) vl
x/eé((w(fc) AY) & xé( o) A |,
w\g{((s&(ﬂs) AY) & I\E{( o) A |,
/;(90(90) =) & \6490@) =1 |,
\G/X(SO(iU) = 1) & /E\XQO(:U) = |,
mé((w = p(x) & | = m/; pl@) ) .
r\é{(w = ox) & | v= x\g{( o(z) |,

gdzie 1 jest funkcjg zdaniows, w ktérej zmienna x nie wystepuje jako zmienna wolna,

e prawa rozdzielnosci kwantyfikatorow

(mg(w(x)wu)) & /> @”@“z@( () |,
(\E/X(w(w)wﬂ(x)) = \G{(m)v \G/sz) ,
<I\E{{<so<x>w<x>> = x\e{f@”x\e/xw(x) ,
(/E( o(x) vx/€> ¢<x>> = (/}( (p(a) V(@) |,
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e prawa przestawiania dla kwantyfikatoréw

WA w(mﬁ) s A Ne@y |,
V'V w(x,y)> sV Vewy |,
VA w(fc,y)> = A Ve,

gdzie ¢ jest teraz funkca zdaniowa dwu zmiennych, a y jest zmienng zdaniowa,

ktorej zakresem jest zbior Y.

Dowody powyzszych praw nie sg trudne. Udowodnijmy dla przyktadu prawo:

N #(@) = ely), yeX.

Niech a bedzie dowolnym elementem zbioru X. Gdyby zdanie A ¢(z) = ¢(a) byto fal-
zeX

szywe, to wtedy ¢(a) bytoby zdaniem falszywym i A ¢(z) bytoby zdaniem prawdziwym.
zeX
Ale A ¢(x) jest zdaniem prawdziwym tylko wtedy, gdy dla kazdego b € X zdanie ¢(b)

rzeX
jest prawdziwe. Otrzymaliby$my sprzecznos$é¢ z zatozeniem, ze zdanie p(a) jest falszywe.

A wiec kazdy element a € X spetnia powyzsza funkcje zdaniows, czyli jest ona prawem
rachunku kwantyfikatorow.
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2. Elementy teorii zbioréw

Zbior oraz relacja nalezenia do zbioru sg w teorii zbioréw pojeciami pierwotnymi, tzn.,
takimi, ktorych sie nie definiuje.

Przedmioty, ktore naleza do danego zbioru nazywa si¢ jego elementami. Zbiory oznacza
sie duzymi literami, za$ elementy zbioru matymi. Fakt, ze a jest elementem zbioru A

zapisuje sie symbolicznie
a € A.

i czyta sie ,a nalezy do A”. W przypadku wystepowania kilku elementéw nalezacych do
tego samego zbioru czesto pisze sie a,b,c € A, zamiast a € A, b € A, ¢ € A. Symbol

a ¢ A oznacza, ze element a nie nalezy do zbioru A. Mamy

a¢ Ae ~(acA).

Sposoby okreslania zbioréw:
e zbiér mozna okresli¢ wprost poprzez podanie wszystkich jego elementéw, np. {1, 2, 3},

e zbioér mozna okresli¢ poprzez podanie kilku jego elementéw, o ile na tej podstawie

znana jest reguta klasyfikujaca elementy tego zbioru, np. {1,4,7,10,...},

e zbior mozna okresli¢ poprzez podanie wtasnosci, ktérg musi posiada¢ element, zeby

naleze¢ do zbioru, np. {z : x € NAxz < 7}. Jest to tzw. opis zbioru.

Uwaga. Kolejnos¢ elementéw w definicji zbioru oraz powtarzanie sie elementéw nie maja
znaczenia. Istotne jest tylko to, czy element nalezy do zbioru czy tez nie. Np. {1,2,3} =

{3,1,2} ={1,3,2,1,3}.
Zbiory liczbowe:

e zbiér liczb naturalnych

N={1,2,...}.

No = {0,1,2,...},

12



e zbior liczb catkowitych

Z=A{0,1,-1,2,-2,...},
e zbior liczb wymiernych
p
Q= {5 :p,qEZAq#O},

e zbior liczb rzeczywistych

e zbior liczb zespolonych

Definicja. Zbiorem pustym nazywa sie zbior, do ktérego nie nalezy zaden element. Zbior

ten oznacza sie symbolem ().

Definicja. Dwa zbiory A i B sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy majg te same elementy,

tzn.
A:B(:)/\(:UEA(:):L‘GB).

Definicja. Zbiér A jest podzbiorem zbioru B wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element
zbioru A jest réwniez elementem zbioru B. Mowi sie tez wtedy inaczej, ze zbior A zawiera

sie w zbiorze B. Oznaczenie: A C B. Zatem

ACBe \weA=zeB)

Symbol C nazywa sie znakiem inkluzji. Jezeli A nie jest podzbiorem zbioru B, to pisze

sie A Z B. Jezeli A C B oraz A # B, to zbiér A nazywa si¢ podzbidr wlasciwy zbioru B.

Definicja. Zbiér wszystkich podzbioréw zbioru A nazywa sie zbior potegowy zbioru A i

oznacza sie przez P(A) lub 24.

Twierdzenie. (Wlasnoéci inkluzji) Niech A, B, C' beda dowolnymi zbiorami. Wtedy
hcCA,
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2) AC A,

3)(ACBABCC)= ACC,
1) (ACBABCA)= A=DB,
5) A%#B= (A¢ BV B¢ A)

Definicja. Sumg zbioréw A i B nazywa si¢ zbior tych wszystkich elementéw, ktore naleza

do zbioru A lub naleza do zbioru B i zadnych innych, tzn.
r€(AUB) < (x € AVz e B).

Sume AU B zbioréw A i B przedstawia nastepujacy rysunek:

Twierdzenie. (Wlasno$ci sumy zbioréw) Niech A, B, C, D beda dowolnymi zbiorami.
Wtedy

1) AUB = BUA,

2) AUD = A,

3) AUA=A,

4) AU(BUC)=(AuB)UC,

5) AC AUB,

6)  ACCABCC)=AUBCC,
N(ACBANCCD)=AUCCBUD,
8) ACB«< AUB=B.

Dowéd. Dowody punktéw 1)-7) sa tatwe. Udowodnijmy punkt 8). Zatézmy, ze A C B.
Poniewaz jednoczesnie B C B, wiec z punktéw 6) i 3) otrzymujemy AU B C B. Ale
B C AU B na mocy punktéow 1) i 5). Na mocy punktu 4) poprzedniego twierdzenia
dostajemy zadana rownosé. Zatézmy teraz, ze AUB = B. Stad i z punktu 5) otrzymujemy
ACB. O

Definicja. Iloczynem zbiorow A i B nazywa sie zbiér tych wszystkich elementow, ktore

nalezg do zbioru A i nalezg do zbioru B i zadnych innych, tzn.

re(ANB)< (xe€ ANz € B).
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lNoczyn AN B zbioréw A i B przedstawia nastepujacy rysunek:

ANB

Definicja. Zbiory A i B sg rozlgczne, jezeli nie majg elementéw wspélnych, tzn. ANB = ().

Twierdzenie. (Wlasnosci iloczynu zbioréw) Niech A, B, C, D beda dowolnymi zbio-
rami. Wtedy

10) (ANB)UB = B,
11) AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQO),
12) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Dowéd. Dowody punktow 1)-7) sa tatwe.

8) Zatézmy, ze A C B. Poniewaz jednoczesnie A C A, wiec A C AN B na mocy
punktéw 3) i 6). Stad i z punktu 5) dostajemy AN B = A. Zalézmy teraz, ze AN B = A.
Na mocy punktéw 1) i 5) otrzymujemy A C B.

9) Na mocu punktu 8) réwnos$¢ 9) jest réwnowazna inkluzji A C A U B, ktéra jest
zawsze spelniona (zobacz wtasnosci sumy zbioréw).

10) Podobny.

11) Zatézmy, z2e + € AN(BUC). Zatem v € Aix € BUC. Stad z € Aix
jest elementem co najmniej jednego ze zbioréw B,C. Jezeli x € B, to x € AN B, czyli
r € (ANB)U(ANC). Podobnie, jezeli z € C, tox € ANC, czyliz € (ANB)U(ANC).

W konsekwencji,

AN(BUC)C(ANB)U(ANC).
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Zatézmy teraz, ze x € (AN B) U (AN C). Wynika stad, ze x jest elementem co najmniej
jednego ze sktadnikéw tej sumy. Jezeli v € ANB,tox € Aix € B. Stad x € A i
r € BUC, awiecz € AN (BUC). Podobnie, jezeli z € ANC,tox € Aix e C, skad
re€Aize BUC, czyliz e AN (BUC). Zatem

(ANB)U(ANC)C AN (BUC).

7 dwoch powyzszych inkluzji otrzymujemy zadang réwnosé.
12) Podobny. O

Definicja. Réznicg zbioréw A i B nazywa si¢ zbior tych wszystkich elementéw, ktoére

nalezg do zbioru A i nie nalezg do zbioru B i zadnych innych, tzn.
re(A\B) < (re ANz ¢ B).

Roéznice A\ B zbioréw A i B przedstawia nastepujacy rysunek:

Twierdzenie. (Wtlasnosci réznicy zbioréw) Niech A, B,C, D beda dowolnymi zbio-

rami. Wtedy

1) A\B C A,
2) (ACBACCD)= A\D C B\C,
3) C C D= A\D C A\C,
4) ACB< A\B =10,
5) A\(BUC) = (4\B) N (4\C),
6) A\(BNC) = (A\B) U(A\C),
7) AU (B\A) = AU B,
8) ACB= AU (B\A) = B,
9) A\(A\B) = AN B,

10) A\(BUC) = (A\B)\C.
Dowéd. Dowody wszystkich punktow tego twierdzenia przeprowadza sie podobnie. Udo-
wodnijmy dla przyktadu punkty 2) i 5).

2) Zatézmy, 7e AC BiC CD.Jedlix € AA\D,toxr € Aixz ¢ D.Stadz € Biz ¢ C.
Zatem x € B\C.
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5) Zauwazmy, ze x € A\(B U C) wtedy i tylko wtedy, gdy z € Aix ¢ BUC. Ale
r ¢ BUC wtedy i tylko wtedy, gdy x ¢ Bix ¢ C. Warunek x € Aixz ¢ Biax ¢ C jest
réwnowazny warunkowi x € A\B iz € A\C, ktory z kolei jest réwnowazny warunkowi
z € (A\B) N (A\C) co dowodzi punktu 5). O

Uwaga. W zastosowaniach teorii zbioréw rozwaza si¢ przewaznie tylko takie zbiory, ktore
sg podzbiorami pewnego ustalonego zbioru zwanego przestrzenia. Przestrzen oznacza sie

na ogot symbolem X.

Definicja. Niech X bedzie ustalona przestrzenia. Dopelnieniem zbioru A C X w prze-
strzeni X nazywa sie zbior X\ A i oznacza przez A, czyli A’ = X\ A. Mamy

reAdere(X\A)erdé¢A

Dopelnienie A’ zbioru A w przestrzeni X przedstawia nastepujacy rysunek:

X

Twierdzenie. (WtasnoSci przestrzeni i dopelnienia zbioru) Niech A, B beda do-

wolnymi podzbiorami przestrzeni X. Wtedy

1) XNA=A4,

2) XUA=X,

3) X'=0,

4H 0 =X,

5) AUA = X,

6) AN A =0,

7) (A = A,

8) ACB& B C A,
)
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Dowdéd. Dowody punktéw 1)-8) sa tatwe. Dla dowodu punktéw 9) i 10) wystarczy we
wtlasnosciach 5) i 6) réznicy zbioréw podstawié¢ za A przestrzen X, za B zbior A i za C
zbior B i zastosowaé definicje dopelnienia zbioru.

11) Zauwazmy, ze x € A\B wtedy i tylko wtedy, gdy x € Aix ¢ B, czyligdy x € A
iz € B, cojest rbwnowazne x € AN B'.

12) Wynika z punktéw 11), 7) i1 9).

13) Wynika z wtasnosci 4) réznicy zbioréw oraz z punktu 11).

14) Wynika punktéw 13), 10), 7) i 4). O

Niech X # () bedzie dowolng przestrzenig i niech P(X) bedzie rodzina wszystkich
podzbioréw przestrzeni X. Niech T' # () bedzie dowolnym zbiorem.

Definicja. Funkcja f : T' — P(X) nazywa sie indeksowana rodzina zbioréw (lub inaczej

indeksowana rodzina podzbioréw przestrzeni X).

Uwaga. Zamiast f(t) pisze sie Ay, gdzie A; C X dla kazdego t € T'. Indeksowana rodzine

zbioréw oznacza si¢ symbolem (A;),cr.

Definicja. Niech (A;),., bedzie dowolng indeksowang rodzing podzbioréw przestrzeni X.

Sumg zbiorow A, gdzie t € T, nazywa si¢ zbiér | J A;, dla ktérego spelniony jest warunek

teT
teT teT

Definicja. Niech (A4;),.; bedzie dowolng indeksowang rodzing podzbioréw przestrzeni

X. lloczynem zbioréw A, gdzie t € T, nazywa sie zbiér [ A, dla ktérego spetniony jest
teT
warunek

teT teT

Uwaga.
1. Jesi T = {1,2,...,n}, to

UAt:AluAQU---UAn

teT

oraz

ﬂAt:AmAm---mAn.

teT
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o0 o0
2. Jesli T =N, to zamiast |J A; pisze sie |J A, oraz zamiast ()| A; pisze sie [ A,.
teT n=1 teT n=1

Uwaga. Sumy i iloczyny indeksowanej rodziny zbioréw nazywa sie tez sumy i iloczyny

uogolnione zbiorow.

Twierdzenie. (Wlasnoéci sum i iloczynéw uogélnionych) Niech A bedzie dowolnym

zbiorem oraz niech (Ay),cp 1 (By),er beda dowolnymi indeksowanymi rodzinami zbioréw.
Wtedy

b A (acya)

teT teT
2) /\ (mAt g At>7
teT \teT
3) (/\ AtCA) - (UAtgA>,
teT teT
4) (/\ AgAt) = (Ag ﬂAt>,
teT teT
teT teT
6) AN UJA = U(ANA),
teT teT
7) AU NA = N(AUA),
teT teT
8) AN N A= N(AN A,
teT teT
9) (/\ At Q Bt) = <UAt g UBt>7
teT teT teT
teT teT teT
11) AU UB = U (AU By,
teT teT tel
12) NAN OB =N (AN By,
teT teT tel
13) U(Atht) g UAtm UBt7
teT tel teT
14) N AU NB. C N(AUB,),
teT teT teT
15) AU Ar = N (A\Ay),
teT teT
16) A\ A; = U (A\A)).
teT teT

Dowéd. Dowody wszystkich punktéw tego twierdzenia przeprowadza si¢ podobnie. Udo-

wodnijmy dla przyktadu punkt 11). Zauwazmy, ze x € |J A; U |J B; wtedy i tylko wtedy,
teT teT

gdy x € |JA; lub 2z € |JBy, czyli gdy « € A, dla pewnego t; € T lub = € By, dla
teT teT
pewnego ty € T, co jest rownowazne x € |J (A, U B;). O
teT

Definicja. Parg uporzedkowang (x,y) nazywa sie zbiér {z,{z,y}}. Element z nazywa

sie poprzednik pary (x,y), za$ element y nazywa sie nastepnik tej pary. Rownos$¢ par
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uporzadkowanych okresla si¢ nastepujaco:

(r,y) = (w,2) & (r=wAy=2).

Definicja. lloczynem kartezjanskim zbiorow X 1Y nazywa sie zbior

XxY={(z,y):xe XANyeY}

Uwaga. lloczyn kartezjanski nie jest przemienny, tzn. na ogot X x Y #Y x X.
Definicja. lloczynem kartezjanskim zbioréw X1, Xs, ..., X,, nazywa si¢ zbior
X1 XXQ X XXn:{(l'l,iL’Q,...,l'n):iUl EXl/\l'Q EXQ/\"'/\[IZ’n GXn}

Jesli Xy = Xy =+ = X, to iloczyn kartezjanski X x X x ---x X nazywa sie n-tqg potegq

kartezjanskq zbioru X i oznacza si¢ przez X™.

Przyktad. RXxR x -+ x R=R" = {(z1,29,...,2,) :x1 ERAzs e RA--- Az, € R}.
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3. Relacje

Definicja. Relacjg dwucztonowg R okreslona w iloczynie kartezjanskim X x Y nazywa

sie dowolny podzbior tego iloczynu, tzn.
RCXxY.

Jezeli (x,y) € R, to méwi sie, ze x jest w relacji R z y 1 pisze sie xRy.

Definicja. Niech R C X x Y. Zbiér

D(R) = {xeX: \/ $Ry}

yey

nazywa sie dziedzina relacji R, a zbior

P(R) = {yGY: \/ :L'Ry}

rzeX

nazywa sie przeciwdziedzina relacji R. Zbiér D(R) U P(R) nazywa sie pole relacji R.

Definicja. Relacjg odwrotng do relacji R € X X Y nazywa sie zbior

R ={(y,): yRa}.
Definicja. Niech R C D(R)x P(R)iS C D(S) x P(S), gdzie D(S) C P(R). Zilozeniem
relacji R 1 S nazywa sie relacje So R C D(R) x P(S) spetniajaca warunek

r(SoR)z & \/ TRy N ySx.
yeD(S)

Uwaga. Ztozenie relacji nie jest przemienne, tzn. na ogot So R # Ro S.

Twierdzenie. Niech R; C D(R1)x P(R1), Ra € D(R2)x P(R3)iR3 C D(R3)x P(R3),
gdzie D(R2) C P(R,) oraz D(R3) C P(R.). Wtedy

Rg o} (RQ (¢] Rl) = (Rg O Rg) O Rl-

Dowéd. Zatézmy, ze x(R3 o (R0 Ry))z. Istnieje y takie, ze x(Rq 0 Ry)y 1 yRaz. Stad
istnieje t takie, ze R4t i tRoy. Poniewaz tRoy 1 yR3z, wiec t(R3 0 Re)z. Stad i z R4t
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wynika, ze 2((R3 0 Ra) o Ry)z. Zatem

R30(Ra0Ry) C (R30Rs)oRy.
Dowdd inkluzji w druga strone jest analogiczny. Stad otrzymujemy rownosé. O
Twierdzenie. Niech R C D(R)x P(R)iS C D(S) x P(S), gdzie D(S) C P(R). Wtedy

(SoR)'=R 108"

Dowéd. Niech z(S o R)712. Stad z(S o R)x oraz istnieje y takie, ze 2Ry i ySx. Zatem
xSy i yR71z, czyli 2(R™1 0 S71)z. Stad

(So R)_l CR oS
Dowod inkluzji w drugg strone jest analogiczny. Zatem dostajemy réwnosé. [

Najczesciej rozpatruje sie relacje R, w ktéorych X = Y, czyli R € X?2. Méwi sie
wowcezas, ze relacja R jest okreslona w zbiorze X. Wérod wielu takich relacji szczegolna

role odgrywaja relacje o nastepujacych wlasnosciach:

e zwrotnosé

/\ rRez,

zeX

e symetrycznosc
A N\ @Ry = yRa),
rzeX yeX
e antysymetrycznosc
/\ /\ [(zRy AN yRx) = = =y,
zeX yeX
e przechodnio$é

/\ /\ /\ [(xRy NyRz) = xRz,

zeX yeX zeX
® Spojnosé

/\ /\ (xRy V yRz).

reX yeX
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Twierdzenie. Relacja R C X? jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy

R CR L

Dowdd. Zatézmy, ze R jest symetryczna i niech xRy. Z symetrycznosci mamy yRz, czyli
rR1y. Stad R C R~L.
Zatézmy teraz, ze R C R~! i niech 2Ry. Stad 2Ry, czyli yRx. Zatem relacja R

jest symetryczna. [

Twierdzenie. Relacja R C X? jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy

RoR CR.

Dowdéd. Zatézmy, ze R jest przechodnia i niech z(R o R)z. Istnieje y takie, ze 2Ry i
yRz. 7 przechodniosci mamy xRz, czyli Ro R C R.

Zatézmy teraz, ze R o R C R iniech 2Ry i yRz. Wtedy (R o R)z. Stad 2Rz, czyli
R jest przechodnia. [

Definicja. Relacja R C X? nazywa sie relacja réwnowaznosci, jesli jest zwrotna, syme-

tryczna i przechodnia.

Definicja. Klasqg rownowaznosci elementu a € X wzgledem relacji réwnowaznosci R,
oznaczang [a|gr, nazywa sie zbior wszystkich elementow zbioru X, ktére sa w relacji R z

elementem a. Zatem
[alr = {z € X : 2Ra}.

Element a nazywa sie reprezentant klasy réwnowaznosci [a]x.

Twierdzenie. Niech R C X? bedzie relacja réwnowaznosci. Wtedy

D U lde =X,
2) jezeli aRb, to [alr = [b]r,

3) jezeli ~ (aRD), to [a]gr N [b]r = 0.
Dowdéd. Latwy. [

Definicja. Zbiorem ilorazowym X /R relacji réwnowaznosci R nazywa sie zbior wszystkich

klas réwnowaznosci relacji ‘R, tzn.
X/R={lalr :a € X}.

Definicja. Relacja R C X? nazywa sie relacja czesciowego porzqdku w zbiorze X, jedli

jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia.
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Definicja. Jedli relacja czesciowego porzadku w zbiorze X jest dodatkowo spodjna, to

nazywa sie relacja lintowego porzqdku w zbiorze X.

Definicja. Zbiorem czesciowo uporzgdkowanym nazywa sie pare (X, R), gdzie R jest

relacja czesciowego porzadku w zbiorze X.

Definicja. Zbiorem liniowo uporzqdkowanym nazywa sie pare (X, R), gdzie R jest relacja

liniowego porzadku w zbiorze X.

Definicja. Niech (X,R) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym. Element a € X

nazywa sie:

e maksymalny w zbiorze (X, R), jesli

/\ (aRx = x = a),

rzeX
e minimalny w zbiorze (X, R), jesli

/\ (xRa = x = a),

rzeX

e najwickszy w zbiorze (X, R), jesli

/\ rRa,

reX

e najmniejszy w zbiorze (X, R), jesli

/\ aRzx.

zeX

Twierdzenie.

1) W zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym istnieje co najwyzej jeden element najwiekszy i
co najwyzej jeden element najmniejszy.

2) Element najwickszy w zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym jest jedynym elementem
maksymalnym w tym zbiorze.

3) Element najmniejszy w zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest jedynym elementem

minimalnym w tym zbiorze.
Dowéd. Niech (X, R) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym.

1) Niech a € X bedzie dowolnym elementem. Jasne jest, ze £Ra nie musi zachodzi¢ dla

kazdego = € X, czyli element najwiekszy moze nie istnie¢ w zbiorze X. Zatézmy, ze w X

24



istnieje element najwiekszy a. Wtedy

/\ rRa,

reX

Niech b € X bedzie rowniez elementem najwiekszym w zbiorze X. Wtedy

/\ TRb.

zeX

Stad mamy aRb i bRa. Z antysymetrycznodci relacji R wynika a = b. Zatem, jezeli w X
istnieje element najwickszy, to istnieje taki element doktadnie jeden. Podobnie pokazuje

sie w przypadku elementu najmniejszego.

2) Zalézmy, ze a € X jest elemenetm najwickszym w zbiorze X. Wtedy
/\ *Ra. (%)
zeX

Wiemy, ze element b € X jest elementem maksymalnym w X, jesli

/\ (bRx = = =b). (xx)

reX
Z (x¥) mamy bRa. Na mocy (**) wynika stad a = b.

3) Pokazuje si¢ podobnie jak punkt 2). [

Definicja. Laricuchem w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, R) nazywa sie kazdy

niepusty podzbior Y C X taki, ze (Y, R NY?) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym.

Uwaga. Jezeli L(X) jest zbiorem wszystkich tancuchéw w zbiorze czesciowo uporzadko-

wanym (X, R), to (L£(X), C) jest réwniez zbiorem czesciowo uporzadkowanym.

Definicja. fancuchem maksymalnym w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, R) na-
zywa sie element maksymalny w zbiorze (L£L(X), C), tzn. taki tanicuch, ktory nie jest wta-

Sciwym podzbiorem zadnego innego tancucha.

Definicja. Niech (X,R) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym i niech A C X.

Element g € X nazywa sie ograniczenie gorne zbioru A, jesli spetniony jest warunek

/\ aRg.

acA

Ponadto, jesli zbior ograniczen gérnych zbioru A ma element najmniejszy, to element ten

nazywa sie kres gorny zbioru A i oznacza sie przez sup(A).
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Definicja. Niech (X,R) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym i niech A C X.

Element d € X nazywa sie ograniczenie dolne zbioru A, jesli spetniony jest warunek

/\ dRa.

Ponadto, jesli zbior ograniczen dolnych zbioru A ma element najwiekszy, to element ten

nazywa sie kres dolny zbioru A i oznacza si¢ przez inf(A).
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4. Funkcje

Definicja. Relacja f C X x Y nazywa si¢ funkcja odwzorowujaca zbiér X w zbior Y,
jesli

DAV zfy,

zeX yey

2) A AN A (zfy Axfyr =1 =)

zeX y1€Y y2€Y
Tradycyjnie, zamiast pisa¢ x fy pisze sie y = f(x). Element z nazywa sie argument funkcji

f, za$ element y nazywa sie warto$¢ funkcji dla argumentu x.

Definicja. Zbiory D(f) = X oraz P(f) C Y nazywaja sie odpowiednio dziedzina i

przeciwdziedzina funkeji f.
Uwaga. Funkcje odwzorowujacg zbior X w zbior Y oznacza sie symbolem f: X — Y.

Definicja. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y oraz zbiéor A C X. Zbior

f(A)Z{yEY:\/ yzf(x)}Z{f(fU)ifvéA}

€A

nazywa sie obraz zbioru A poprzez funkcje f.

Definicja. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y oraz zbior B C Y. Zbiér

fU(B) = {:v eX:\/ fla)= y}

nazywa si¢ przeciwobraz zbioru B poprzez funkcje f.

Twierdzenie. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y oraz zbiory A, As C X. Wtedy

1) f(A1UAy) = f(A1) U f(A),
2) f(A1 N Ag) C f(A) N f(Ag),
3) f(AD\f(A2) C f(A1\Ag).

Dowdd. 1) Jesli y € f(A; U Ay), to istnieje x € A; U A, takie, ze y = f(x). Poniewaz x €
A1 U Ay, wiecx € A lub z € Ay. Stad y € f(Ay) luby € f(A2), czyliy € f(A1) U f(Ag).
Zatem f(A; U Ag) C (A1) U f(As). Dowdd inkluzji w druga strone jest podobny.

2) Jesliy € f(A1NAy), to istnieje x € A;N A, takie, ze y = f(x). Poniewaz x € AN Ay,
wiec x € Ayix € Ay. Stad y € f(Ar) iy € f(Ag), czyliy € f(A1) N f(Ag).

3) Zatézmy, ze y € f(A1)\f(A2). Wtedy y € f(A1) iy ¢ f(As). Stad wynika, ze
istnieje © € A; takie, ze x ¢ Ay iy = f(x). Zatem x € A1\ Ay, czyliy € f(A1\Az). O
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Uwaga. W punktach 2) i 3) powyzszego twierdzenia inkluzja nie moze by¢ zastapiona
roéwnoscia, co pokazuje przyktad funkcji f : R — R takiej, ze f(z) = 2% oraz A; = [—1,0],
Ay =10, 1]. Wtedy

f(A N Az) = f({0}) = {0} # f(A1) N f(Az) = [0,1]

oraz

FIADNf(A2) = 0 # f(A\A2) = f([-1,0)) = (0,1].

Twierdzenie. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y oraz zbiory By, By CY. Wtedy

1) f7H(B1UBy) = f~1(B1) U f(Ba),
2) fFHBINBy) C f7H(B1) N fH(By),
3) fTH(BI\By) = fH(B)\f(Ba).

Dowéd. bLatwy. O

Definicja. Niech dane beda dwie funkcje f : X - Y ig:Y — Z. ZloZeniem funkcji f i
g nazywa sie funkcje go f : X — Z taka, ze

A (g0 (@) = g(f(2)).

d
rzeX f

Definicja. Funkcja f : X — Y nazywa sie roznowartosciowa, jesli

N N\ F@) = fe) = o = 29).

r1€EX 32X

Uwaga. Powyzszy warunek jest rownowazny warunkowi

/\ /\ (x1 # 22 = f(21) # f(22)).

r1€X wz2€X

Twierdzenie. Jezeli relacja f jest funkcja réznowartoéciowa, to relacja f=! jest réwniez

funkcja réznowartosciows.

Dowdéd. Latwy. [

Uwaga. Funkcja f~! nazywa sie funkcja odwrotna do funkcji f. Jesli f : X — Y i
P(f) CY jest przeciwdziedzing funkcji f, to f~': P(f) — X.
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Definicja. Funkcja f : X — Y nazywa sie funkcja zbioru X na zbior Y (krétko funkcja

sna’), jesli

AV v=r@)

yeY zeX

Uwaga. Jedli funkcja f: X — Y jest ,na”, to P(f) = Y. Dla oznaczenia funkcji ,na”
pisze sie tez czasem f: X 2.
Twierdzenie. Niech f: X - Y ig:Y — Z beda dowolnymi funkcjami. Wtedy

1) jezeli f i g sa funkcjami ,na”, to go f: X — Z jest ,na”,

2) jezeli f i g sa réznowartosciowe, to go f : X — Z jest roznowartosciowa.

Dowéd. 1) Zatézmy, ze funkcje f i g sa ,na”. Niech z € Z. Istnieje wéwcezas y € Y takie,
ze z = g(y). Jednoczesnie istnieje x € X takie, ze y = f(x). Stad z = g(y) = g(f(z)) =
(g o f)(x). Zatem funkcja g o f jest ,na”.

2) Zat6zmy, ze funkcje f i g sa réznowartosciowe. Jezeli dla x1,z5 € X speliony

jest warunek x; # o, to f(z1) # f(z2). Stad g(f(z1)) # g(f(22)), czyli (g0 f)(z1) #
(go f)(xs). Zatem g o f jest funkcja réznowartosciows. [

Definicja. Funkcja nazywa sie bijekcja (funkcja wzajemnie jednoznaczna), jesli jest roz-

nowartos$ciowa i ,na’”.

Definicja. Niech f : X — Y bedzie funkcjg i niech A C X. Obcieciem funkcji f do zbioru
A nazywa sie funkcje f|A taka, ze

(f|A)(z) = f(x) dla x € A.

Definicja. Funkcjq identycznosciowq (identycznoscig) na zbiorze X nazywa sie funkcje
1dx + X — X taka, ze

idx(z) =z dla kazdego = € X.
Definicja. Funkcje f : X — Y nazywa si¢ funkcjq stalq, jesli istnieje element y, € Y
taki, ze

f(z) =yo dla kazdego = € X.

Uwaga. Funkcje nazywa si¢ tez inaczej odwzorowanie lub przeksztatcenie.

29



5. Teoria mocy zbioréow

Definicja. Zbiory X i Y nazywa si¢ réwnoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja

zbioru X na zbiér Y.

Przyktlady.

1. Zbior liczb naturalnych jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych parzystych. Wy-
starczy zauwazy¢, ze funkcja f(n) = 2n jest réznowartosciowa i odwzorowuje zbior liczb
naturalnych na zbiér liczb naturalnych parzystych.

2. Przedziat (0,1) jest réwnoliczny z przedzialem (1, +o00). Funkcja f(z) = 1 jest bijekcja
przedziatu (0, 1) na przedziat (1, 400).

3. Przedzial (—g, g) jest réwnoliczny ze zbiorem R. Wystarczy zauwazy¢, ze funkcja

x) = tg(x) jest roznowartosciowa i odwzorowuje przedziat (—Z, %) na zbiér R.
g(r) ] y )

Uwaga. Jezeli zbiory X i Y sg rownoliczne, to pisze sie X ~ Y.

Twierdzenie. Niech XY, 7 beda dowolnymi zbiorami. Wtedy

1) X ~X,

)X ~Y = YV ~X|

N X~YANY~Z = X ~Z7.
Dowdéd. 1) Poniewaz odwzorowanie identycznosciowe idy : X — X jest r6znowartosciowe
i ,na”, wiec X ~ X.

2) Zalézmy, ze X ~ Y. Zatem istnieje funkcja f : X — Y réznowartodciowa i ,na”.
Wtedy funkcja odwrotna f~! : Y — X jest réwniez roznowartosciowa i ,na”. Stad Y ~ X.

3) Zatézmy, ze X ~ Y 1Y ~ Z. Istnieja zatem funkcje f : X - Yig:Y — Z
roznowartosciowe i ,na”. Stad funkcja go f : X — Z jest réznowartosciowa i ,na’. Zatem
X~Z O

Whiosek. Relacja rownolicznosci zbioréw jest relacja réwnowaznosci.

Definicja. Zbiorem nieskonczonym nazywa sie zbidr rownoliczny ze swoim podzbiorem

wlasciwym.
Whniosek. Zbiory N i R sa nieskonczone.

Definicja. Zbiorem przeliczalnym nazywa sie zbiér skonczony lub rownoliczny ze zbiorem

liczb naturalnych N.
Whniosek. Zbior liczb naturalnych parzystych jest przeliczalny.
Definicja. Zbiorem nieprzeliczalnym nazywa sie zbior, ktory nie jest przeliczalny.
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Twierdzenie. (O zbiorze przeliczalnym) Zbiér A # () jest przeliczalny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest on zbiorem wyrazéw pewnego ciggu nieskonczonego, czyli wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje funkcja odwzorowujaca zbior N na zbior A.

Dowéd. Zalézmy, ze A # () jest zbiorem przeliczalnym. Jezeli A jest zbiorem skori-
czonym {ay,...,an,}, to jest zbiorem wyrazéow ciagu nieskonczonego (by,)nen okreslonego
nastepujaco: b, = a, dlan = 1,... mib, = a, dlan > m. Jezeli A jest zbiorem
przeliczalnym nieskonczonym, to jest rownoliczny z N. Z definicji réwnolicznos$ci istnieje
funkcja f : N — A przeksztalcajaca zbiér N na A, a zatem A jest zbiorem wyrazéow ciagu
(bn)nen takiego, ze b, = f(n) dlan € N.

Zalozmy teraz, ze A jest zbiorem wyrazéw pewnego ciagu (b, )nen. Jezeli A jest zbiorem
skonczonym, to z definicji jest zbiorem przeliczalnym. Jezeli A jest zbiorem nieskonczo-
nym, to przyjmujac f(1) = by i f(k) réwne pierwszemu wyrazowi ciagu (b, )nen réznemu
od f(k —1i) dla 1 <i < k otrzymujemy funkcje f: N — A réznowartosciowa przeksztal-
cajacg N na A. Zatem zbior A jest réwnoliczny z N, wiec A jest zbiorem przeliczalnym.
O

Twierdzenie. Podzbiér zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczalnym.

Dowéd. Zatézmy, ze A jest zbiorem przeliczalnym i ze B C A. Jezeli B jest zbiorem
skonczonym, to z definicji jest zbiorem przeliczalnym. Jezeli B = A, to oczywiscie B
jest zbiorem przeliczalnym. Zalézmy wiec, ze B jest zbiorem nieskoniczonym i B # A.
Poniewaz A jest zbiorem przeliczalnym, wiec istnieje funkcja f : N — A réznowartosciowa
przeksztatcajaca N na A. Niech g : N — B bedzie funkcja okreslona nastepujaco: g(1) =
f(k1), gdzie k; jest najmniejsza liczba naturalna taka, ze f(k1) € B; g(n) = f(k,) dla
n > 1, gdzie k,, jest najmniejsza liczba naturalna taka, ze k, > k,_1 1 f(k,) € B. Funkcja
g jest roznowartosciowa i przeksztatca N na B. Zatem B jest zbiorem réwnolicznym z N,

a wiec przeliczalnym nieskonczonym. [J

Twierdzenie. Suma dwdch zbioréow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

Dowéd. Przypadek, gdy jeden z danych zbioréw przeliczalnych jest pusty jest oczywisty.
Zatozmy wiec, ze oba zbiory sa niepuste. Niech f : N — A przeksztatca zbior N na zbior
Ainiech g : N — B przeksztatca zbiér N na zbiér B. Zdefiniujmy funkcje h : N — AU B
nastepujaco: h(2n — 1) = f(n) i h(2n) = g(n) dla n € N. Funkcja h przeksztatca zbior N
na zbiér A U B. Zatem, na mocy Twierdzenia o zbiorze przeliczalnym, zbior A U B jest

przeliczalny. [
Whniosek. Suma przeliczalnej ilosci zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.
Uwaga. Dowdd powyzszego faktu dostaje sie przez indukcje.

Twierdzenie. lloczyn kartezjanski dwoch zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczal-

nym.
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Dowdéd. Jezeli jeden ze zbioréw jest pusty, to iloczyn kartezjanski jest zbiorem pustym.
Mozemy wiec zatozy¢, ze oba zbiory sg niepuste. Niech zbiory A i B beda przeliczalne.
Na mocy Twierdzenia o zbiorze przeliczalnym istnieja funkcje ,na” f: N — Aig: N —
B. Zauwazmy, ze wéréd par uporzadkowanych (f(m),g(n)), gdzie m,n € N, wystepuja
wszystkie elementy iloczynu A x B. Ustawmy zbiér par uporzadkowanych (f(m),g(n)),

gdzie m,n € N w nastepujaca tablice nieskonczona:

Zdefiniujmy teraz przeksztatcenie h zbioru N na zbiér wszystkich par (f(m), g(n)),
gdzie m,n € N, nastepujaco:

h(1) = (f(1),9(1))
h(2) = (f(1),9(2))
h(3) = (f(2),9(1))
h(4) = (f(1),9(3))
h(5) = (f(2),9(2))
h(6) = (f(3),9(1))
hT) = (f(1),9(4))

Widzimy, ze kazda para (f(m),g(n)) jest obrazem pewnej liczby naturalnej przy prze-
ksztatceniu h. Stad h odwzorowuje zbiér N na zbiér A x B. Zatem, na mocy Twierdzenia
o zbiorze przeliczalnym, zbiér A x B jest przeliczalny. [

Twierdzenie. Zbior liczb catkowitych Z jest przeliczalny.

Dowéd. Funkcja f(n) = —n przeksztalca wzajemnie jednoznacznie zbiér liczb natural-
nych N na zbior liczb catkowitych ujemnych Z_. Stad zbiér Z_ jest przeliczalny oraz
Z = NgUZ_ jest sumg dwu zbioréow przeliczalnych, wigc jest zbiorem przeliczalnym. U

Twierdzenie. Zbioér liczb wymiernych Q jest przeliczalny.

Dowdd. Poniewaz Q = Z x N jest iloczynem kartezjanskim dwu zbiorow przeliczalnych,

wiec jest zbiorem przeliczalnym. [
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Twierdzenie. Jezeli zbior A jest nieprzeliczalny i A C B, to B jest nieprzeliczalny.
Dowdéd. Wiemy, ze podzbior zbioru przeliczalnego jest przeliczalny. Gdyby wiec B byt
przeliczalny, to i A musiatby by¢ przeliczalny. [

Twierdzenie. Przedzial [0, 1] jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Dowéd. Niech (¢,)nen bedzie dowolnym ciagiem spetniajacym warunek
0 < ¢, <1 dla kazdego n € N.

Oznaczmy przez |ag, by] przedzial [0,1]. Wybierzmy sposréd przedziatow [O, %}, [%, %],
[%, 1] taki, do ktérego nie nalezy c¢; i oznaczmy go przez |aq,b]. Spelione sa wéwczas

warunki

i [Cll, bl] g [O, 1] = [ao,bo].

W

C1 ¢ [al,bﬂ, by —ay =

Podobnie postepujac z przedziatem [aq, b1] wyznaczamy przedzial [ag, by] spelniajacy wa-

runki

1.
Co & [ag, bo], by —ag = 3 i [ag,bo] C [ay, by].

Ogolnie, majac juz okreslony przedziat [a,_1,b,_1], n > 2, taki, ze

Cp—1 ¢ [anfly bn71]7 bnfl — OQp—1 = 1 [anfla bnfl] - [anf% bn72]

3n—1

wyznaczamy, kontynuujac to postepowanie, przedzial [a,, b,| spelniajacy warunki

1
Cn ¢ [ana bn]a bn — Qp = 3_n 1 [&n, bn] C [anflabnfl]- (*)

W ten sposéb okreslamy ciag przedziatéw ([a,, by))nen spelniajacy warunki (x) dla kazdego

n > 1. Z (x) wynika, ze dla kazdego n € N zachodza nieréwnosci
0<an<an+1<bn+1<bn<1.

Ciagl (an)nen 1 (bn)nen sa wigc monotoniczne i ograniczone, a zatem sa zbiezne. Jedno-
czes$nie, na mocy (%), b, — a, = 3% dla kazdego n € N. Stad lim (b, — a,) = 0, czyli
lim a,, = lim b, = ¢, gdzie c jest liczba rzeczywista z przedziatu n[E,Oi] Liczba ¢ nalezy do
ﬁgzoaego znl;fozedzialéw [an, by]; jest wiec rozna od kazdego z ¢,, poniewaz, na mocy (%),
¢n & |an, by] dla kazdego n € N. Poniewaz ciag (¢, )nen jest dowolny, wiec przedzial [0, 1]
nie jest zbiorem wyrazéw zadnego ciggu nieskonczonego. Zatem, na mocy Twierdzenia o

zbiorze przeliczalnym, nie jest on przeliczalny, czyli jest nieprzeliczalny. [
Na mocy dwoéch ostatnich twierdzen otrzymujemy nastepujacy wniosek.
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Whniosek. Zbior liczb rzeczywistych R jest nieprzeliczalny.

Przypomnijmy, ze relacja ~ réwnolicznosci zbiorow jest relacja réwnowaznosci. Stad

mamy nastepujacg definicje.

Definicja. Kazdej klasie réwnowaznosci wzgledem relacji ~ rownolicznosci zbiorow przy-
porzakowuje sie pewien obiekt nazywany liczba kardynalna i oznaczany przez m,n,....
Zatem zbiorom réwnolicznym przyporzadkowuje sie te sama liczbe kardynalng. Nazywa

si¢ ja moc zbioru i oznacza przez | X| lub X.
Uwaga. Moc zbioru skonczonego jest rowna liczbie jego elementdéw.

Dla zbiorow nieskonczonych wprowadza si¢ nowe liczby:

e X (alef zero) — oznacza moc zbioru liczb naturalnych,

e ¢ (continuum) — oznacza moc zbioru liczb rzeczywistych.

Uwaga. Wiemy juz, ze przedzial (—%, %) jest rownoliczny ze zbiorem R. Stad mamy

nastepujacy wniosek.
Whiosek. Przedzial otwarty (—g, %) jest mocy continuuum.

Twierdzenie. Kazdy przedziat otwarty (a,b), gdzie a < b, jest mocy continuum.

Dowéd. Funkcja f: (—3,%Z) — (a,b) dana wzorem

o) =2 (e )

jest funkcja liniowa, wiec réoznowartosciowg i ,na”. Ustala wiec réwnolicznosé tych prze-
dzialow. Zatem, na mocy powyzszego wniosku, przedzial (a,b), gdzie a < b, jest mocy

continuum. [

Wsréd liczb kardynalnych wprowadza sie nastepujaca relacje:
m < n & istnieja zbiory X 1Y takie, ze |[X|=m, [Y|=ni X CY.

Relacja < jest relacja czeSciowego porzadku w zbiorze liczb kardynalnych. Warunek an-

tysymetrii relacji < nosi nazwe Twierdzenia Cantora—Bernsteina. Ponadto mamy

m<n & msn A m#n.

Twierdzenie. (Cantor)

N0<C.
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(bez dowodu)

Twierdzenie. (Cantor)

(X < [PX)].

(bez dowodu)

Whiosek. Istnieje wiec nieskonczenie wiele liczb kardynalnych.

Konstrukcja zbioru liczb naturalnych N

Przyjmujac teorie mnogosci za teorie pierwotna mozna liczby naturalne zdefiniowaé w

nastepujacy sposob:
0= 0]
1= [{0}]
2=[{0,{0}}|
3= [{0.00). {0,001} }
itd.

Wowecezas suma liczb naturalnych odpowiada mocy sumy odpowiednich zbioréw, zas ilo-

czyn — mocy iloczynu kartezjanskiego tych zbioréw.
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6. Indukcja i rekurencja

Zbioér liczb naturalnych mozna tez zdefiniowaé¢ na drodze aksjomatycznej. Elemen-
tarna arytmetyka liczb naturalnych uzywa jezyka, w ktorym oprocz statej 0 wystepuje

jednoargumentowa funkcja s, nazywana nastepnik, i relacja réwnosci.
Aksjomaty Peano liczb naturalnych Nj:
Al. 0 € Np.

A2. Dla kazdego n € Ny istnieje doktadnie jedno s(n) € Ny takie, ze s(n) jest nastepni-

kiem n.
A3. Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby nalezacej do Nj.
A4. Jezeli k= s(n) ik =s(m), ton=m.
Ab5. Zasada indukcji matematycznej: Jezeli A C Ny i

1) 0e A,
2) dla kazdego n € Ny, jesli n € A, to s(n) € A,

tOA:N().

Uwaga. Zamiast symbolu s(n) pisze sie czesto n + 1.

Uwaga. Aksjomat A2 definiuje funkcje jednoargumentowa s okreslona na Ny i nazywa-
na funkcja nastepnika. Aksjomat A3 wyrdznia 0 jako taki element zbioru Ny, ktory nie
jest wartodcig funkcji s. Aksjomat A4 zapewnia, ze funkcja s jest réznowartosciowa, tzn.
roznym liczbom naturalnym przyporzadkowuje rézne nastepniki. Wreszcie aksjomat A5
mowi jak mozna zbudowaé zbidr liczb naturalnych z zera przez sukcesywne zastosowa-
nie funkcji nastepnika: kazda liczba naturalna n jest otrzymana z zera przez n-krotne

wykonanie operacji nastepnika,

Przyktad. Pokazemy, ze kazda liczba postaci n® — n dla n € Ny jest podzielna przez 5.
Niech

A= {n €Ny :n® —n jest podzielna przez 5}

Udowodnimy indukcyjnie, ze A = Ny. Mamy
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1) 0 € A, bo 0°—0 =01 jest podzielna przez 5.
2) Niech n € A. Stad istnieje k € Ny takie, ze n®> —n = 5k. Wtedy (n+1)° — (n + 1) tez

jest podzielna przez 5, bo

(n+1)° = (n+1)=n"+5n* +10n* + 10n* +5n+1—n — 1
= (n® —n) +5(n* +2n® + 2n* + n)
=5(k+n*+2n° + 2n* +n).

Stad n+1 € A. Poniewaz oba zalozenia zasady indukcji matematycznej zostaty spetnione,
wiec mozemy wywnioskowaé, ze A = Ny. Oznacza to, ze dla dowolnej liczby naturalnej n

liczba n® — n jest podzielna przez 5.
Twierdzenie. (Zasada minimum) W kazdym niepustym zbiorze liczb naturalnych ist-
nieje liczba najmniejsza.

Dowéd. Niech A # 0 i A C Ny. Zalézmy, ze A nie ma liczby najmniejszej. Stad w

szczegdlnosei 0 ¢ A. Rozwazmy zbior

B:{neNO: A m¢A}.

m<n

Wykorzystujac zasade indukcji matematycznej pokazemy, ze wtedy B = Nj. Poniewaz
0 ¢ A, wiec z definicji zbioru B wynika, ze 0 € B. Zalézmy, ze n € B. Wtedy m ¢ A dla
kazdego m < n. Gdyby wiec n 4+ 1 € A, to bylby to element najmniejszy w A, co nie jest
mozliwe. Zatem n + 1 ¢ A, a stad n + 1 € B. Poniewaz wykazaliémy, ze oba zalozenia
zasady indukcji sg spelnione, wiec B = Nj. Stad A = ) i dostajemy sprzeczno$é. Zatem

w A istnieje liczba najmniejsza. [
Podamy teraz inne sformutowanie zasady indukcji matematyczne;j.

Definicja. (Zasada indukcji matematycznej) Niech W bedzie pewna wlasnoscia liczb
naturalnych, np. tych ktére naleza do A C Ny. Zapis W (n) oznacza wtedy, ze liczban € Ny

posiada wlasnos¢ W. Jezeli

1) W(0), tzn. 0 ma wlasnos¢ W,
2) dla kazdego n € Ny, jedli W(n), to W(n + 1),

to dla kazdego n, W(n), tzn. kazda liczba naturalna ma wtasnosé¢ W.

Twierdzenie. Liczba wszystkich podzbioréw zbi