.
Standardowe zadanie PL (1)
Nalezy zaplanowa¢ produkcje¢ zaktadu w pewnym tygodniu w taki sposob, aby osiagnigty zysk byt
maksymalny. Zaktad moze wytwarza¢ dwa wyroby: P, i P,. Ich produkcja jest limitowana dostgpnymi
zasobami trzech $rodkéw S, S, oraz S;. Zasoby tych $rodkéw wynosza odpowiednio: 14, 8 oraz 16
jednostek. Naktad $rodka S; na wytworzenie jednostki produktu Py wynosi 2 jednostki, podobnie jak na
wytworzenie produktu P,. Naktady $rodka S, wynosza, odpowiednio, 1 i 2 jednostki, natomiast $rodek S;
wykorzystywany jest jedynie na potrzeby produkcji P, — jego naktady wynosza 4 jednostki. Zysk
osiggnigty z wytworzenia jednostki produktu P; wynosi 2 jednostki, a z wytworzenia jednostki produktu P,
3 jednostki. [Zadanie T.Trzaskalika]
Zmienne decyzyjne:
X, - wielko$¢ produkcji wyrobu P,
* X, - wielko$¢ produkcji wyrobu P,
Funkcja celu [FC] (faczny zysk):
£(xx,)=2x +3x, — max
Ograniczenia [O]:
1) 2y+2x, <14
(2)  x+2x,<8
(B) 4y <16
Warunki brzegowe [WB]:
%20, x,20

Istota METODY SIMPLEKS

Rozwigzujac zadanie programowania liniowego metoda
Simpleks zaktadamy, iz warunki ograniczajace przeksztatlcone
zostaja do postaci uktadu réwnan linowych.

Zadanie, w ktérym wszystkie warunki ograniczajace
prezentowane sg w postaci réwnosci, nazywa si¢ zadaniem w
postaci standardowe;j.

METODA SIMPLEKS - zmienne bilansujace

Ograniczenie zwigzane z wykorzystanie $rodka S,:
(1) 2x+2x,<14
przedstawiamy w postaci réwnania:
1) 2x+2x,+x,=14
dodajac do lewe;j strony tzw. zmienng bilansujaca x5, definiowang
jako réznicg wartosci obydwu stron nieréwnosci wyjsciowe;j:
x,=14-2x,-2x,20

Zmienng bilansujaca mozna interpretowac jako ilo$¢ srodka S,
ktéra pozostaje niewykorzystana w przypadku realizacji planu
obejmujacego x; oraz x,.

Podobnie jak w przypadku warunku (1) przeksztatceniu podlegaja
pozostate ograniczenia, w obrebie ktérych wiaczone zostaja do
zadania kolejne zmienne bilansujace x, oraz xs.

Kompletna posta¢ bazowa
Prowadzi to do nastgpujacej postaci rozwigzywanego zadania:
Funkcja celu [FC]

f (rx,x,06, ) = 2, +3x, + 0, + Ox, +0x; — max

Ograniczenia [O]

(1) 2x+2x,+x, =14
(2) x +2x, +x, =8
(3) 4x1 +x5 = 16

Warunki brzegowe [WB]
x 20, x,20, x; 20, x, 20, x, 20

METODA SIMPLEKS - ujecie tablicowe

Zmienne charakteryzowane podmacierza jednostkowa w obrgbie
macierzy wspétezynnikow tworza zestawienie zmiennych
bazowych: x;, x,, oraz xs. Przypisujac zmiennym niebazowym
warto$¢ zero, otrzymujemy rozwigzanie:

x=14, x,=8 orazxs=16,

dla ktérego warto$¢ [FC] jest réwna 0.

Rozwiazanie bazowe przedstawia si¢ w postaci tablicy
simpleksowej bedacej pewna modyfikacja postaci macierzowe;j
zadania liniowego.

FC > max | 2 3 0 0 0

xB)leB)| x; | x, | x3 | x4 | x5
x| 0 2 2 1 0 0 | 14
x| 0O 1 2 0 1 0 8
Xs 0 4 0 0 0 1 16

Trzonem tablicy jest macierz wspélczynnikéw A oraz wektor
wyrazéw wolnych b, wraz ze zmiennymi bazowymi x(B) oraz
warto$ciami odpowiadajacych im wspélezynnikéw funkcji celu.

Z tablicy simpleksowej mozna tatwo odczyta¢ warto$¢ funkcji celu
obecnego rozwigzania: 0%14 + 0*8 + 0*16 = 0.




METODA SIMPLEKS - rozwiazania bazowe

Metoda Simpleks polega na rozpatrzeniu ciggu sasiadujacych
rozwiazan bazowych, tj. rozwiazan, w ktérych dwie kolejno
rozpatrywane bazy réznig si¢ miedzy soba doktadnie jedna
zmienng. Doboru bazy sasiedniej dokonujemy tak, aby
poprawi¢ warto$¢ funkcji celu. Przej$cie pomiedzy bazami
odbywa si¢ przy wykorzystaniu przeksztalcen elementarnych
ukladu warunkéw ograniczajacych w postaci standardowe;.

Do przeksztalcen elementarnych zalicza sig:

¢ podzielenie okre$lonego warunku ograniczajacego przez
dowolna liczbg rézng od zera

dodanie do okres§lonego warunku, pomnozonego przez
wybrang liczbg rézng od zera, innego warunku, ktéry
réwniez moze by¢ pomnozony przez dowolng liczbg rézng
od zera

METODA SIMPLEKS - iteracje

Wykonujac przeksztalcenia elementarne uktadu warunkéw
ograniczajacych zadania PL, otrzymujemy réwnowazny mu uktad
warunkdéw, generujacych ten sam zbidr rozwigzan dopuszczalnych.

Aby wykona¢ kolejny krok (iteracje) algorytmu simpleks, nalezy:
(1) potwierdzi¢ nieoptymalnos¢ biezacego rozwigzania bazowego

(2) wyznaczy¢ nowa bazg sasiednig dla rozwiagzania
nieoptymalnego
(3) przeksztalci¢ za pomoca przeksztatcen elementarnych macierz

warunkéw ograniczajacych do postaci bazowej wzglgdem bazy
sasiedniej

FC > max | 2 3 0 0 0

xB)[eB)| x; | X | X3 | X4 | X5
x| 0 2 2 1 0 0 | 14
x| 0 1 2 0 1 0 8
xs | 0 | 4 0 0 0 1 16

Wyliczamy wartosci z; dla zmiennych bazowych, jako sume
iloczynéw zwigzanych z nimi wspétczynnikéw [FC] i zmiennych
modelu. Nastgpnie wyliczamy tzw. wskazniki optymalnosci,
jako réznicg: ¢; - z;.

FC > max | 2 3 0 0 0 b
x(B)|e(B)| x, X, X3 Xy X !
X3 0 2 2 1 0 14
X4 0 1 2 0 1 8
X5 0 4 0 0 0 1 16
z 0 0 0 0
0
-3 2 3 0 0

-z

; to tzw. wskazniki optymalno$ci

dla zmiennych bazowych wskazniki zawsze wynosza ,,0”

dane rozwigzanie bazowe nalezy uzna¢ za optymalne jedynie
w wypadku, kiedy wartosci wszystkich wskaznikéw sa
niedodatnie (dla MAX) lub nieujemne (dla MIN)

w przeciwnym wypadku nalezy zmieni¢ rozwiazanie bazowe
Kryteria wejscia i wyjscia z bazy

do nowego rozwigzania angazowana jest zmienna, ktéra ma
najwieksza (dla MAX) lub najmniejsza (dla MIN) wartos¢
wskaznika optymalnosci (w przypadku kilku zmiennych o
tym samym wskazniku, wybierana jest zmienna o najnizszym
indeksie)

wybrawszy zmienna wchodzaca do bazy, oblicza si¢ ilorazy
kolejnych wyrazéw wolnych (b;) przez odpowiadajace im
dodatnie (jedynie) wspétczynniki kolumny charakteryzujacej
zmienng wchodzaca, zwigzane ze zmiennymi bazowymi

najmniejsza warto$¢ ilorazu wskazuje na zmienna, ktdra
nalezy usunac¢ z bazy (dla jednakowych warto$ci, wybierana
jest zmienna o najnizszym indeksie)

FC > max | 2 3 0 0 0
x(B)|e(B)| x, Xy | X3 Xy X K
X3 0 2 2 1 0 0 | 14
x, | O 1 2 0 1 0 8
X5 0 4 0 0 0 1 16
z 0 0 0 0 0 0

¢z 2 3 0 0 0

x3:1412=17 x,:8/2=4




SIMPLEX - nowa baza

FC > max | 2 3 0 0 0
XB) | eB)| x| X | x5 | x4 | X5 b
x| 0 2 |fol | o | 0|14
o | 3|l ] 0|8
x| 0« |[ofol o | o | |16
=z
FC > max | 2 3 0 0 0
xB)c®)| x| 5 | x| w | x|
x| 0|2 1] o 14
stare | 1 0 1 8
Xy | M2 [ 122122102 1:2]0:2 | 8:2
3 (12 1721 0 4
Xs 0 4 0 0 0 1 16
FC > max | 2 3 0 0 0
xB)c®)| x| v | x| w | x|
stare | 2 2 1 0 0 14
Xy e -142]-242 | 0+1 |-14+0| 0+0 |-8+14
0 1 0 1 -1 0 6
x | 3|12t ]o 2] o] 4
stare 0 0 1 16
Xg | 0o 1|16
0 0 0 1 16

ejna baza

FC > max | 2 3 0 0 0
x®c®)| v | 0| v | n |5
x| ol1]o]1]-1]o0
x, | 3 [12] 10 |12]0
X5 0 4 0 0 0 1 16
z 32| 3 0 ]32] 0 1
-z |121 0|0 |32 0
SIMPLEX - kol
FC > max | 2 3 0 0 0
x(B)|e(B)| x; X, X3 Xy X5 b
x| 0|1 o1 ]-1]0
x | 3|2l 1o |12]o0
Xs 0 4 0 0 0 1 16
z 321 3 0 ]32] 0 "
-z 12 0 0 |-32] 0
x,:6/1=6 x,:4/05=8 x5 16/4=4
FCOmax| 2 | 3 | 0| 0| 0
x®B)|eB)| x | x| x| x| x K
x| 0 0 [ 1| -1 |-14] 2
X, 3 1 0 172 | -1/8
x| 2100|0144
z 3 0 |32 1/8
-7 NEREEC I

Rozwiazanie optymalne:

X =4, Xy =2, X3 =2

METODA SIMPLEX - problemy

Punktem wyjscia metody simpleks jest wyznaczenie pierwszej
dopuszczalnej postaci bazowej zadania PL. W poprzednim
przyktadzie otrzymano ja wprowadzajac zmienne bilansujace.

Kolejny przyktad ilustruje niewystarczalno$¢ takiego podejscia i
wskazuje na zmienne sztuczne, jako elementy pomocne w

okresleniu postaci wyjsciowej zadania.




Standardowe zadanie PL (2)

Pewien rolnik postanowit rozpocza¢ eksperymentalng uprawg ziét leczniczych.
Po wstepnej ocenie przydatnosci, pozytywna decyzja objeta dwa ziota: Z1 oraz
72, ktérych produkcja gwarantowata bezpieczny zbyt.

Produkcja jednego kg ziota Z1 w postaci gotowej do sprzedazy wymagata
zaangazowania 9 kg specjalnych nawozéw mineralnych oraz 8 kg srodkow
ochrony roélin, natomiast produkcja jednego kg Z2 wymagata wykorzystania 7
kg nawoz6w i 8 kg $rodkéw ochrony — za jeden z gtéwnych probleméw dla
hodowli uznano limitowany rozmiar tych srodkéw, wynoszacy odpowiednio 63
kg oraz 64 kg. Dodatkowym problemem okazata si¢ konieczno$¢ zakupu
specjalnego pestycydu, w ilo$ci 3 kg na kilogram sprzedawanego ziota Z1 oraz 2
kg na kilogram sprzedawanego Z2 — koszt takiej dodatkowej ochrony dla uprawy
w planowanej wielkosci, wstgpnie zostal wyceniony jako réwnowartos¢ tacznej
sprzedazy 6 kg zi6t.

Wiedzac, Ze cena sprzedazy kilograma ziota Z1 bedzie wynosi¢ 6 tys. zt,
natomiast ceng Z2 ustalono na 5 tys. zt, okresl wielkos¢ ,,koszyka” produkeji

uprawianych zi6t, maksymalizujacego zysk.
P 4 Y acego zy Modyfikacja zadania R.Kotowskiego

Zmienne decyzyjne:
* X, - wielko$¢ uprawy ziota Z1
* X, - wielko$¢ uprawy ziota Z2
Funkcja celu [FC]:
Z(x,x,)=6x, +5x, — max
Ograniczenia [O]:
(1) 9x+7x,<63
(2)  8x,+8x,<64
()  3x+2x,26
Warunki brzegowe [WB]:
x 20, x,20

Sprowadzanie do postaci bazowej

[1] Przeksztatcamy ograniczenia tak, aby byto mozliwe ich zapisanie
w postaci réwnan. W tym celu dodaje si¢ kazdorazowo dla [O]
dodatkowe zmienne bilansujace, uzyskujac ostatecznie:

(1) 9x,+7x,+x,=63
(2)  8x, +8x,+x, =64
(3) 3x, +2x,—x,=06

[2] Poniewaz istotne jest zatoZenie, iz w kazdym ograniczeniu po
wyzerowaniu pozostatych zmiennych wystgpuje przynajmniej
jedna zmienna nieujemna, ograniczenie (3) wymaga
doprecyzowania:

3 3x, +2x,—x.+x. =6
1 2 5 6

‘Wprowadzona zmienna sztuczna nieco komplikuje rozwigzanie
zadania poczatkowego. Rozwiazanie postaci ze zmienng sztuczng
bedzie réwnowazne rozwigzaniu zadania w postaci poczatkowej
wowczas, gdy w ujgciu optymalnym zmienna sztuczna bgdzie
miata warto$¢ ,,0”. Z uwagi na to, wszystkie zmienne sztuczne
wprowadza si¢ do funkcji celu. Jednoczesnie jednak
wspéiczynnik dobiera sig wowczas tak wysoko, aby niezerowa
warto§¢ zmiennej istotnie pogarszata wartos¢ funkcji celu.

[3] Powyzsze nakazuje modyfikacj¢ funkcji celu do postaci:

Z(x1x2x6)= 6x, +5x, + Mx, — max
M =-1000

Ostateczna jej posta¢ uwzglednia jednak réwniez zmienne
bilansujace, chociaz zostaja one wiaczone ze wspétczynnikami
réwnymi ,,0”:

Z(xlx2x3x4x5x6 )= 6x, +5x, +0x; +0x, +0x5 —1000x, — max

Kompletna posta¢ bazowa

Funkcja celu [FC]:

Z(x,2,2,%, XX ) = 6x, + 5x, +0x; +0x, +0x; —1000x, — max

Ograniczenia [O]:

1) 9x+7x, +x =63
(2)  8x +8x, +x, =64
(3) 3x, +2x, -x; +x, =6

Warunki brzegowe [WB]:

x 20, x,20, x;, 20, x, 20, x, =20, x, =0




Posta¢ bazowa — podsumowanie

Wszystkie ograniczenia prezentowane sa w postaci réwnan

W kazdym ograniczeniu znajduje si¢ zmienna, ktéra po
wyzerowaniu pozostatych ma warto§¢ nieujemng — ze
wspéiczynnikiem wynoszacym ,,1”

Zmienne bilansujace uzupetniaja funkcje celu z wyzerowanymi
wspotczynnikami

Ewentualne zmienne sztuczne uwzglednia si¢ w funkcji celu ze
wsp6iczynnikami istotnie pogarszajacymi jej warto$¢

FC>max | 6 5 0 0 0 |-1000
b,
XB)|leB)| x; | x, | x3 | x4 | x5 | X4 '
x; | 0 9 7 1 0 63
xy | 0 1 1 0 1 8
X |-1000 3 21010 - 6

z; -3000 |-2000| O 0 1000 |-1000

Ci— % 3006 | 2005 0 0 |-1000| O
cg— 26 =-1000 — (=1000) = 0

FC>max | 6 5 0 0 0 |-1000

b

x(B)|e(B)| x; Xy | X3 | x4 | X5 | X

x| 0]l 9 7] 1]0]0]o0]63

X, | 0|1 |1

Xg |-1000[ 3 2 0|0 | -1 1 6

Z; -3000 | -2000 | O 0 1000 |-1000

Ci—2Z: 3006 | 2005 0 0 |-1000| O

x4 8/1=8 Xg:6/3=2

FC>max | 6 5 0 0 0 |-1000
XB) | ecB)| x| X | X3 | Xy | X5 | X b
X3 0 1 1 0 3 -3 145
x| 0 1731 0 1 | 1/3 |-1/3
X 6 1§23 0 0 [-1/3]1/3
z 6 | 4 | o] 0| 2|2
Cj_.zj 0 1 0 0 2 [-1002
FC>max | 6 5 0 0 0 |-1000
xB]e®| 5 | o w5 % x|
stare | 0 1 1 0 3 -3 145
xs | /3103 | 1:3]1:3]0:3]3:3)-3:3(45:3
0 | 1/3113] 0 1 -1 115
X4
X, 6
J
G5
FC - max 6 5 0 0 0 |-1000
x(B)|e(B)| x; Xy | X3 | X4 | X5 | Xg K
X5 0 0 | 1/3[13] 0 1 -1 115
stare | 0 | 1/3 | 0O 1 | 1/3]-1/3| 6
Xy |seves | Q40 [ | w0 | O] |15 | 13103 [ 546
0 0 |29 (-19] 1 0 0 1
stare | 1 | 2/3 | 0 0 [-1/3]1/3] 2
Xy | men | O] | 10423 | 1940 | O+0 [1/3-13 | -15+15 [ 542
6 1 179119 0 0 0 7




Zadania (rozwiazanie metoda geometryczna)

[modyfikacja zadan autorstwa B.Guzika]

Zadanie 1

Przedsigbiorstwo wytwarza dwa wyroby P1 oraz P2, uzywajac surowcéw S1 oraz S2.

Wiedzac o nastgpujacych ograniczeniach:

Surowiec
Wyroby 1 2 Ceny
P1 18
P2 9 15
Limit 52 69

FC>max [ 6 5 0 0 0 |-1000
XB)eB)| x; | X | X3 | x4 | X5 | X K
xs | 0 173113 0 1 -1 115
xy | O 209 |-19| 1 0 1
X 6 79 | 119 | 0 0 7
z 6 | 429| 69 | 0 0 0
¢—%; 0 173 | -2/3 0 0 |-1000
FC->max | 6 5 0 0 0 |-1000
x(B)|e(B)| x; Xy | X3 | X4 | X5 | Xg K
stare | 0 | 1/3 | 1/3 | 0O 1 -1 115
Xs = | 040 | 13015 | veris | 3240 | 041 | O-1 [ 32415
0 0 J172(-32] 1 -1 12772
X |5 1 |-1/2| 972 0 |92
stare 79 119 | 0 0 7
Xy o | Q41 | 70079 | insee | 7m0 | 040 | 040 [ 727
6 1 0 |12 |-72| 0 0 (72
FC>max | 6 5 0 0 0 |-1000
xXB)|leB)| x; | x, | x5 | x4 | X5 | X4 K
x5 | 0 0 | 172 (-32) 1 -1 12772
X |5 1 |-1721921 0 0 (972
X 6 1 0 | 172 (-721 0 0 (72
z 6 5 172 32 0 0
C=% 0 0 =172 | =32 0 |-1000
Wskazniki dla zmiennych bazowych: x=27/2 x,=9/2 x,=7/2

Wskazniki dla zmiennych niebazowych: x;=0 x,=0 x=0

Rozwigzanie koncowe:

x=35 x,=45 x=0 x,=0 x=135 x,=0

Funkcja celu [FC]:
Z(x,x,,0,%5%, )= 6%3,5+5%4,5=435

przedstaw zadanie PL w postaci klasycznej oraz zoptymalizuj funkcje¢ celu maksymalizujaca
zysk z produkcji.

Zadanie 2

Zak}ad krawiecki szyje spodnie i spédnice wykorzystujac materiat oraz umiejetnosci
zatrudnionych pracownikéw. Na wykonanie pary spodni potrzeba 2m materiatu oraz 8
roboczogodzin, natomiast uszycie spédnicy wymaga zuzycia 3m materiatu oraz 2
roboczogodzin. Zaktad dysponuje obecnie zapasami materiatu w ilosci 60m. Zaktadajac, iz do
rozdysponowania jest 80 roboczogodzin, wyznaczy¢ plan produkcji maksymalizujacy dochéd
(spédnica kosztuje 180 z1, a spodnie 320 zt).

Zadanie 3

Pasza dostarczana zwierzgtom na fermie zawiera¢ powinna co najmniej 720g biatka, 900g
weglowodandéw oraz 60g thuszczu. Ferma dysponuje obecnie sianokiszonka, o parametrach:
24g biatka, 10g weglowodanéw i 1g thuszczu — w 1 kg sianokiszonki. Dostarczono réwniez
okazyjnie zakupiona kiszonke z kukurydzy, ktérej 1 kg zawiera: 12g biatka, 45g
weglowodandw oraz 1,5g thuszezu. Koszt uzyskania 1 kg sianokiszonki wynosi 0,2 zt,
natomiast koszt zakupu 1 kg kiszonki z kukurydzy wynosi 0,3 zt. Wyznaczy¢ dawke
pokarmowa dla bydta minimalizujaca koszt pozywienia.




