
1 Testowanie zgodnósci rozk÷adu

Poznalísmy ju·z sposoby testowania hipotezy o tym, czy próba pochodzi z popu-
lacji o rozk÷adzie normalnym. Dzisiaj zajmiemy si¾e ogólniejszymi metodami
wery�kacji zgodnósci z dowolnym rozk÷adem. Dla przyk÷adu w pliku rozk-
lady.sav mamy dwie próby pobrane z dwóch ró·znych rozk÷adów. Czy mo·zna
stwierdzíc, ·ze pierwsza próba pobrana jest z rozk÷adu normalnego, a druga z
lognormalnego? Dla odmiany zadanie to rozwi ¾a·zemy najpierw w programie
Statistica. Z meny Statystyka wybieramy "Dopasowanie rozk÷adów"

nast¾epnie zás wybieramy interesuj ¾acy nas rozk÷ad oraz wybieramy stosown ¾a
zmienn ¾a
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Jako wynik otrzymujemy w zale·znósci od tego co wybralísmy tabel¾e z oczeki-
wanym rozk÷adem lub odpowiednio wykres(histogram) z na÷o·zon ¾a oczekiwan ¾a
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g¾estósci ¾a. Najistotniejsze w obu przypadkach to istotnóśc, która wynosi p =
0; 00042, zatem odrzucamy hipotez¾e o równomiernósci naszego rozk÷adu. W
analogiczny sposób wery�kujemy nast¾epuj ¾ace hipotezy dla drugiej zmiennej

H0 : Y ma rozk÷ad lognormalny

H1 : Y nie ma rozk÷adu lognormalnego

W tym wypadku nie ma podstaw do odrzucenia H0 poniewa·z p=0,4331.
W programie SPSS test �2 zgodnósci znajduje si¾e w sekcji test nieparame-

tryczne

3



W przypadku rozk÷adu równomiernego nie ma w÷ásciwie ·zadnego problemu

W raporcie otrzymujemy interesuj ¾ace nas wyniki

Jak widzimy istniej ¾a pewne rozbie·znósci pomi¾edzy poznawanymi programami.
W jednym otrzymalísmy istotnóśc p=0.00042, zás w drugim � = 0:001: Ró·znice
s ¾a powodowane ró·zn ¾a dok÷adnósci ¾a obliczeń oraz b÷¾edami zaokr ¾agleń, nie zmieni-
aj ¾a one jednak odpowiedzi podczas wery�kacji hipotez.

2 Wery�kacja hipotez dla jednej średniej

Bardzo cz¾esto podczas ró·znych badań w naturalny sposób pojawia si¾e pytanie,
czy w analizowanych przez nas danych dla pewnej cechy średnia jest równa
pewnej zadanej wartósci. Dla przyk÷adu chcemy sprawdzíc, czy w rozwa·zanej
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przez nas wczésniej ankiecie średnia wieku dla badanej populacji wynosi powiedzmy
35 lat. Oczywíscie wi¾ekszóśc osób stwierdzi, ·ze wystarczy policzýc średni ¾a i
b ¾edziemy znali odpowied́z. Nale·zy jednak pami¾etác, ·ze do wype÷nienia ankiety
zosta÷a wybrana pewna próba. Jest oczywiste, ·ze parametry z próby estymuj ¾a
parametry z populacji, to jednak wci ¾a·z s ¾a to pewne przybli·zenia. Fachowej
odpowiedzi na takie pytanie dokonujemy posi÷kuj ¾ac si¾e stosownym testem do
wery�kacji hipotez

H0 : � = �0 (35)

H1 : � = �0 (35) ;

gdzie �0 jest zadan ¾a wartósci ¾a. Oczywíscie takiej wery�kacji mo·zna dokonác w
sposób tradycyjny, jak równie·z z zastosowaniem pakietów statystycznych. My
skupimy si¾e raczej na tym drugim sposobie. W programie SPSS odpowiedni
test znajdujemy w sekcji porównanie średnich
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Nast¾epnie wskazujemy interesuj ¾ac ¾a nas zmienn ¾a, zadajemy wartóśc testowan ¾a

Na podstawie otrzymanego raportu

÷atwo stwierdzamy, ·ze odrzucamy hipotez¾e H0 na korzýśc H1:
Sprawd́zmy teraz jaki jest poziom istotnósci jésli jako wartóśc testowan ¾a

obierzemy 33 lata. Jak widác z poni·zszego raportu

w takim przypadku nie podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej świadcz ¾acej o
tym, ·ze średnia w populacji wynosi 33 lata.
Teraz przésled́zmy wykonanie tego samego zadania w programie Statistica.

Z menu "Statystyka" wybieramy "Statystyki podstawowe i tabele" a nast¾epnie
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z okna dialogowego

jak na powy·zszym rysunku. Po wybraniu odpowiednie zmiennej i testowanej
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wartósci

otrzymujemy skoroszyt z wynikami testu.

Tak samo jak wczésniej zauwa·zamy ró·znice pomi¾edzy oboma programami wynika-
j ¾ace z zaokr ¾agleń.
Dóśc istotnie z wery�kacj ¾a hipotez dla jednej średniej jest wyznaczanie przedzi-

a÷u ufnósci dla średniej. W statystyce matematycznej przedzia÷ufnósci dla śred-
niej wyra·za si¾e wzorem

� 2
�
X � S0p

n
t1��=2;n�1;X � S0p

n
t1��=2;n�1

�
gdzie X oznacza średni ¾a z próby;
S0 - nieobci ¾a·zone odchylenie standardowe;
n - liczebnóśc próby;
t1��=2;n�1 oznacza kwantyl rz¾edu 1 � �=2 z rozk÷adu t-studenta o n � 1

stopniach swobody.
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W programie Statistica musimy wej́śc do okna dialogowego "test t dla poje-
dynczych średnich" a nast¾epnie przej́śc na zak÷adk¾e Opcje

Jako wynik otrzymujemy przedzia÷

� 2 [31:70642; 33:78358]

W programie SPSS post¾epujemy dóśc podobnie. Wybieramy test dla jednej
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próby

wskazujemy zmienn ¾a i wchodzimy w opcje, gdzie podajemy poziom ufnósci
i otrzymujemy raport

3 Wery�kacja hipotez o równósci dwóch śred-
nich

Zajmiemy si¾e teraz problem stwierdzenia faktu, ·ze w dwóch próbach średnia
jest taka sama. Musimy tutaj rozwa·zýc dwa przypadki. W przypadku pier-
wszym zak÷adamy niezale·znóśc dwóch zmiennych(prób), w drugim przypadku
nie zak÷adamy niezale·znósci. W wi¾ekszósci przypadków intuicja sama nam pod-
powiada, który przypadek zastosowác w danej sytuacji.
W przypadku zmiennych niezale·znych w programie SPSS musimy dysponowác
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zmienn ¾a grupuj ¾ac ¾a dla badanej cechy. Wybieramy nast¾epuj ¾ac ¾a metod¾e

Nast¾epnie wskazujemy zmienn ¾a testowan ¾a oraz zmienn ¾a grupuj ¾ac ¾a, wskazujemy
podzia÷dla zmiennej grupuj ¾acej i nast¾epnie otrzymujemy raport, w którym
mamy interesuj ¾ac ¾a nas odpowied́z.
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W raporcie oprócz interesuj ¾acej nas istotnósci otrzymujemy niejako w gratisie
przedzia÷ufnósci dla ró·znicy średnich.

W programie Statistica dla prób niezale·znych nie musimy miéc zmiennej
grupuj ¾acej, ale dla danych ze zmienn ¾a grupuj ¾ac ¾a jest równie·z stosowna metoda.
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Nast¾epnie wskazujemy zmienn ¾a grupuj ¾ac ¾a oraz testowan ¾a (jak na rysunku poni·zej)
i otrzymujemy wynik.
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W programie Statistica próby niezale·zne mo·zemy miéc podane w dwóch
zmiennych. W takim przypadku nale·zy zastosowác inn ¾a metod¾e.

W odpowiednim oknie dialogowym wskazujemy, które zmienne maj ¾a býc
porównywane. Nast¾epnie otrzymujemy interesuj ¾ace nas wyniki.
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Badanie równósci średniej dla prób zale·znych wykonuje si¾e w bardzo podobny
sposób. Musimy jedynie dok÷adnie czytác wszystkie polecenia.

4 Analiza wariancji

Na wst¾epie zapoznamy si¾e z metod ¾a pozwalaj ¾ac ¾a porównywác średnie w kilku
grupach. Do tego typu analiz s÷u·zy jednoczynnikowa analiza wariancji, tzw.
jednoczynnikowa ANOVA. W pliku czasDojazdu.sav mamy informacje o cza-
sie dojazdu na uczelnie na kolejne zjazdy. Chcemy zwery�kowác hipotez¾e o
równósci średnich czasów dojazdu w poszczególnych okresach czasu. Postawmy
zatem hipotezy

H0 : �1 = �2 = �3 = �4

wobec hipotezy alternatywnej, która jest zaprzeczeniem H0, tzn.

H1 : �1 6= �2 _ �1 6= �3 _ �1 6= �4 _ �2 6= �3 _ �2 6= �4 _ �3 6= �4

Zgodnie ze stosown ¾a teori ¾a powinnísmy sprawdzíc, czy poszczególne próby
pochodz ¾a z populacji o rozk÷adzie normalnym. Przypomnijmy sobie jak sprawdzíc,
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czy nasz próba ma rozk÷ad normalny. Wybieramy AnalizanOpis statystycznynEksploracja
danych. Nast¾epnie post¾epujemy jak na poni·zszych rysunkach

Jako wynik otrzymujemy raport, w którym najistotniejszym punktem jest
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tabela

×atwo jest stwierdzíc, ·ze za÷o·zenie o normalnósci rozk÷adu jest spe÷nione. W
naszym przekonaniu umacnia nas dodatkowo analiza wykresów. W klasycznej
analizie wariancji dodatkowym za÷o·zeniem jest równóśc wariancji. Warunek ten
sprawdzamy za pomoc ¾a chocia·zby testu Levene�a. Sprawdzenia tego dokon-
amy równolegle z testowaniem naszej g÷ównej hipotezy. Zanim przyst ¾apimy do
testowania hipotezy musimy przygotowác sobie nasze dane. W programie SPSS
w jednej zmiennej powinny znajdowác si¾e wartósci obserwacji natomiast w in-
nej zmiennej czynnik grupuj ¾acy. Dlatego dalszej analizy dokonamy na pliku
czasDojazdu1.sav, w którym nasze wartósci s ¾a ju·z odpowiednio przygotowane.
Wybieramy z menu jednoczynnikow ¾a ANOVA jak na poni·zszym rysunku

Jako zmienn ¾a zale·zn ¾a obieramy czas, natomiast jako czynnik zmienn ¾a czyn-
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nik jak na rysunku i przechodzimy na kart¾e opcje

W oknie Opcje wybieramy interesuj ¾ace nas wskázniki

Jako wynik otrzymujemy raport, w którym mamy nast¾epuj ¾ace dane

18



z których wynika, ·ze za÷o·zenie jednorodnósci wariancji jest spe÷nione oraz nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy H0 o równósci wariancji. Ponadto zgod-
nie, z tym co wybralísmy na karcie opcje otrzymalísmy wykres reprezentuj ¾acy
poszczególne średnie. Mo·zemy na nim ÷atwo sprawdzíc s÷usznóśc naszego os ¾adu.
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Teraz spróbujemy stwierdzíc, w której grupie jest najwy·zsza średnia i pomi¾edzy,
którymi parami wyst¾epuje statystycznie istotna ró·znica pomi¾edzy średnimi. W
tym celu wykorzystamy test post-hoc
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Mamy do dyspozycji wiele testów skorzystamy jednak z testu zaproponowanego
przez twórc¾e analizy wariancji, tj testu NIR. Wybór ten jest jak najbardziej uza-
sadniony poniewa·z ju·z wiemy, ·ze wariancje s ¾a równe.

W wynikowym raporcie z ÷atwósci ¾a odnajdujemy tabel¾e
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Analiza powy·zszej tabeli pozwala nam stwierdzíc, ·ze pomi¾edzy ·zadn ¾a par ¾a nie
wyst¾epuje statystycznie istotna ró·znica dla średnich. Ponadto najwy·zsza średnia
jest w drugiej grupie a najni·zsza w 3.

Teraz nadszed÷czas na analogiczne rozwa·zania w programie Statistica. Sko-
rzystamy z ju·z przygotowanego pliku czasDojazdu. W programie Statistica
testy ANOVA mo·zna odszukác w kilku miejscach. Nam w zupe÷nósci wystarczy
na razie modu÷dost¾epny menu StatystykanStatystyki podstawowe i tabele.
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Po wskazaniu odpowiednich zmiennych

przechodzimy dalej i mamy okienko, w którym mamy kilka testów zwi ¾azanych
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z analiz ¾a wariancji

Na zak÷adce "Testy ANOVA" mamy m. in. do dyspozycji testy jednorodnósci
wariancji (1), jak równie·z skategoryzowane wykresy normalnósci (2) pozwalaj ¾ace
sprawdzíc nam za÷o·zenia klasycznej analizy wariancji.
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Domýslnie przy wyborze wykresów skategoryzowanych mamy jedynie same wykresy,
jednak po dwukrotnym klikni¾eciu w obszar wykresu mo·zemy wybrác opcj¾e
wýswietlaj ¾ac ¾a wyniki testu Shapiro-Wilka.
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Oczywíscie jésli któs woli miéc wyznaczony histogramy z na÷o·zonymi wynikami
testu badaj ¾acego normalnóśc to mo·zna skorzystác z zak÷adki Statystyki opisowe.
Dóśc ciekawym sposobem wizualizacji danych jest wykres interakcji dost¾epny na
zak÷adce podstawowe. Jako wynik otrzymujemy wykres, na którym oprócz śred-
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nich zaznaczone s ¾a 95% przedzia÷y ufnósci dla średniej.

Jésli b ¾edziemy dysponowali zapasem czasu to powrócimy do tematu i omówimy
nieco bardziej skomplikowane zagadnienie jakim jest wieloczynnikowa analiza
wariancji.

5 Testowanie niezale·znósci

Wwielu przypadkach interesuje nas sprawdzenie, czy istniej ¾a zale·znósci pomi¾edzy
pewnymi próbami. Mo·zemy np. wyobrazíc sobie sytuacj¾e, ·ze chcemy sprawdzíc
czy istnieje zale·znóśc pomi¾edzy ocenami z "Podstaw statystyki matematycznej"
oraz "Podstaw statystyki opisowej". W pliku ocenyPodstawy.sav mamy infor-
macje o ocenach pewnej grupy studentów. Chcemy dokonác wery�kacji nast¾epu-
j ¾acych hipotez

H0 : oceny z "Podstaw statystyki matematycznej" i oceny z "Podstaw statystyki opisowej" s ¾a niezale·zne

H1 : istnieje zale·znóśc pomi¾edzy ocenami
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W klasycznej statystyce do wery�kacji hipotez o niezale·znósci stosuje si¾e test
niezale·znósci X 2. W programie SPSS odnajdujemy go w nieco zaskakuj ¾acym
miejscu

Jedn ¾a z naszych zmiennych wskazujemy jako zmienn ¾a w wierszu, drug ¾a
jako kolumn¾e (jest to bez znaczenia), w oknie statystyki wskazujemy test chi-
kwadrat.
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Jako wynik otrzymujemy raport, w którym mamy odpowied́z na interesuj ¾ace
nas pytanie, tabele krzy·zowe zale·znósci pomi¾edzy poszczególnymi ocenami oraz
dóśc interesuj ¾acy wykres reprezentuj ¾acy zale·znósci opisane w tabeli krzy·zowej.
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W programie Statistica test ten odnajdujemy w cz¾ésci Statystyki podsta-
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wowe i tabele.

Po okrésleniu interesuj ¾acych nas zmiennych w zak÷adce opcje wybieramy
stosowny test

oraz w zak÷adce Wi¾ecej wybieramy dok÷adne tabele dwudzielcze
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Dóśc interesuj ¾ace wyniki otrzymujemy wybieraj ¾ac na zak÷adceWi¾ecej Histogramy
skategoryzowane oraz Wykresy interakcji licznósci. W pierwszym przypadku
otrzymujemy histogramy dla poszczególnych wartósci jednej zmiennej.
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Wnaszym konkretnym przypadku s ¾a to histogramy zmiennej pso dla poszczegól-
nych wartósci psm. W drugim przypadku mamy natomiast
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zobrazowane w sposób liniowy analogiczne zale·znósci.

6 Regresja

Do tej pory poznalísmy ju·z metody pozwalaj ¾ace stwierdzíc, czy dwie próby
s ¾a niezale·zne. W tym miejscu spróbujemy opisác rodzaj zale·znósci pomi¾edzy
badanami cechami. Najprostszym sposobem zale·znósci jest zale·znóśc liniowa
pomi¾edzy dwiema cechami. Rozwa·zmy przyk÷adow ¾a zale·znóśc pomi¾edzy czasem
nauki a wynikiem z egzaminu. Wykres rozrzutu danych z pliku "nauka.sav"
pozwala nam oszacowác rodzaj zale·znósci. W tym celu wybieramy prosty wykres
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rozrzutu

Nast¾epnie wskazujemy interesuj ¾ace nas zmienne, teoretycznie kolejnóśc zmi-
ennych jest bez znaczenia, ale w sposób naturalny odczuwamy, ·ze wynik zale·zy
od czasu nauki, a nie odwrotnie.
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Jako wynik otrzymujemy raport, w którym mamy w sposób gra�czny zaprezen-
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towane wyst¾epuj ¾ace zale·znósci

×atwo zauwa·zýc, ·ze nasze obserwacje rozk÷adaj ¾a si¾e wokó÷pewnej prostej,
naszym celem b¾edzie wyznaczenie równania tej prostej. W tym celu skorzystamy
z modu÷u regresja liniowa
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Nast¾epnie okréslamy zmienn ¾a zale·zn ¾a i niezale·zn ¾a
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W wynikowym raporcie najwa·zniejsza jest nast¾epuj ¾aca tabelka.

z której mo·zemy odczytác interesuj ¾acy nas wzór prostej. Okazuje si¾e, ·ze za-
le·znóśc wyniku w zale·znósci od czasu nauki opisuje prosta

y = 3:010x� 0:153

Za pomoc ¾a tej prostej mo·zemy szacowác wyniki znaj ¾ac czas póswi¾econy na
nauk¾e i dla przyk÷adu osoba ucz ¾aca si¾e 50 godzin powinna otrzymác oko÷o 150
punktów ( na 100 mo·zliwych ;) ). Zauwa·zmy jeszcze, ·ze w programie mamy
kilka mo·zliwych sposobów wyznaczania równania (1). Mamy równie·z mo·zliwóśc
wyboru z kilku dost¾epnych statystyk oraz wykresów (2).
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Teraz wyznaczymy równanie prostej regresji za pomoc ¾a programu Statistica.
Wybieramy z menu statystyka regresj¾e wielorak ¾a

Nast¾epnie wskazujemy zmienne
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i jako wynik otrzymujemy skoroszyt, w którymmamy interesuj ¾acy nas wynik.
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Oczywíscie w statystyce mo·zna rozwa·zác inne, bardziej z÷o·zone typy regresji.
W klasyczny sposób (na kartce) wyznaczanie innych krzywych regresji jest dóśc
trudne i pracoch÷onne. Na szcz¾éscie za pomoc ¾a programów statystycznych jest
stosunkowo proste. Musimy jedynie zasugerowác jakiego rodzaju krzywej re-
gresji si¾e spodziewamy. Przy wyborze mog ¾a nam pomóc wykresy rozrzutu. W
pliku regresja.sav mamy kilka przyk÷adowych zestawów danych. Pierwsza zmi-
enna jest zmienn ¾a niezale·zn ¾a, jak ÷atwo odczytác z poni·zszego wykresu rozrzutu
druga ze zmiennych zale·zy od pierwszej w sposób liniowy

Trzecia zmienna jest zwi ¾azana z pierwsz ¾a za pomoc ¾a trójmianu kwadra-
towego (chocia·z mo·ze tego nie widác na rysunku), czyli jak któs woli funkcji
kwadratowej.
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Trzecia ze zmiennych zale·znych (u nas jest to zmienna o nazwie zale·zna3) jest
zwi ¾azana wielomianem stopnia trzeciego. Wykres rozrzutu przyjmuje nast¾epu-
j ¾ac ¾a postác.
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Ostatnia zás zmienna zale·zna jest zwi ¾azana za pomoc ¾a funkcji wyk÷adniczej.
Postaramy si¾e wyznaczýc poszczególne funkcje opisuj ¾ace nasze zale·znósci.
W programie SPSS skorzystamy z modu÷u estymacja krzywej...
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gdzie musimy wybrác zmienne oraz rodzaj krzywej regresji

Dla pierwszej zmiennej zale·znej zgonie z sugesti ¾a wykresu rozrzutu wyz-
naczamy prost ¾a regresji. Otrzymujemy raport w którym mamy wyznaczon ¾a in-
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teresuj ¾ac ¾a nas prost ¾a oraz dodatkowo poprzez wybranie stosownego pola mamy
na wykres rozrzutu naniesion ¾a nasz ¾a prost ¾a.
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W tym miejscu pojawia si¾e naturalne pytanie z jak ¾a dok÷adnósci ¾a nasza wyz-
naczona prosta pokrywa si¾e ze stanem faktycznym. Poniewa·z dane do przyk÷adu
zosta÷y dobrane w taki sposób, ·ze zmienna zale·zna wyra·za si¾e za pomoc ¾a wzoru

y = 2x+ 5 + �

gdzie � przyjmuje wartósci �1 z prawdopodobieństwem 1
2 . Natomiast SPSS

wyznaczy÷nast¾epuj ¾acy wzór

y = 1:73x+ 9:359

Mo·ze nie jest to idealne przybli·zenie, jest ono spowodowane stosunkowo ma÷¾a
liczb ¾a obserwacji. Dla 500 obserwacji nasza estymowana krzywa przyjmuje
postác.

i widzimy, ·ze dopasowanie jest ju·z znacznie lepsze.

Dla zmiennej zale·znej2 otrzymujemy nast¾epuj ¾acy wynik

oraz stosown ¾a krzyw ¾a
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W rzeczywistósci wzór ma nast¾epuj ¾ac ¾a postác

y = x2 � 17x+ 22 + �:

Dla trzeciej zmienne prawdziwy zwi ¾azek zadany jest za pomoc ¾a funkcji

y = x3 � 2x2 � 5x� 2 + �

program natomiast proponuje nam nast¾epuj ¾acy wzór oraz jego reprezentacj¾e
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gra�czn ¾a.

×atwo spostrzec, ·ze sugerowany wzór funkcji nie jest zbytnio zbli·zony do stanu
faktycznego, jest to spowodowane tym, ·ze nasze wartósci nie w pobli·zu punk-
tów charakterystycznych jakimi s ¾a wierzcho÷ki. W ostatnim przypadku funkcja

49



zadane jest wzorem

y =
ex

100000

natomiast program szacuje nam krzyw ¾a w nast¾epuj ¾acy sposób

y = e0:095x

której reprezentacja gra�czna przyjmuje postác

W czasie ćwiczeń przésledzimy równie·z inne przyk÷adowe dane, w tym równie·z
inne rodzaje krzywych regresji oraz ich kombinacje.
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